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第二章  重要抽样的 Monte Carlo 模拟 

§2.1 统计力学基础 

本节中我们主要复习经典统计力学理论，其中的一些基本概念和计算公式是

后续的 Monte Carlo 模拟和分子动力学计算机模拟的基础。 

2.1.1 相空间理论 

2.1.1.1 相空间 

经典统计力学考虑的是一个多自由度（原则上是无限多）的力学体系，这些

自由度一般是粒子的坐标和动量，或者是磁矩即自旋。经典体系意指这些自由度

是可对易的，以这些自由度为坐标展开的空间即为相空间。如 N 个粒子的3N 个

位置坐标 ( )1 3, , Nq q" 和3N 个动量 ( )1 3, , Np p" 构成6N 维相空间，相空间中的一

个点代表力学体系的微观状态，相应的6N 个坐标组成体系的一个构型（注意：

不是 3 维位置和 3 维动量空间，且 N 个粒子在空间中占 N 个点）。 
每个坐标值 iq 和 ip 随时间的演变由经典力学的正则方程决定， 

( ), 1, ,3i i
i i

H Hq p i N
p q
∂ ∂

= = =
∂ ∂

� � "-                           (2.1.1.1-1) 

其中 ( ),H q p 是体系的 Hamilton 量，是所有粒子坐标和动量的函数，这里我们用

矢量q表示所有3N 个位置坐标。随着时间的发展，坐标值 ( ),q p 也在连续地变化，

因此相空间中的代表点走出一条轨迹（图 2.1.1.1-1），其轨迹的运动方向完全由

速度矢量 ( ),=v q p� � 给出，因而通过相空间中任一点的轨迹只能有一条。当力学体

系从不同的初态出发时，在相空间中就沿着不同的轨迹而运动，这些轨迹是不相

交的（否则自相交点出发有两条轨迹）。但当H 显含时间 t 时，经过某一点的轨

迹在不同时刻的方向可以不同，因此轨迹可能相交。 
代表点的轨迹只能在相空间中的一个有限区域内运动，因为有限的体积V 限

制了q的取值范围，而有限的能量

E 限制了q和p。特别是，对于能

量守恒的保守系统，轨迹限于在相

空间中由 ( ),H E=q p 确定的曲面

上运动。如果总能处于 ( ),E E E+ Δ

的一个区域范围内，则轨迹限制于

一个厚为 EΔ 的曲面壳层里。 

2.1.1.2 统计系综 

对于由微观粒子组成的宏观

p

q 

图 2.1.1.1-1 一个力学体系的代表点在相空间中随
时间发展所走过的轨迹。 
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系统，我们并不想知道所有粒子的坐标、动量、角速度等微观力学量，首先没有

必要了解那么详细，另外这些量是不可测量的，只有平均的物理量如压力等才是

可测的，从微观的角度来说测量仪器的响应很慢，测量结果是多个粒子在一段长

时间内作用的平均效应，即使可以作瞬时测量，其瞬时值与平均值差别也是很小

的（对于 2310N ∼ 的体系，涨落误差是1 N ）。因此统计力学的中心思想是用几

个宏观物理量（如粒子数 N 、体积V 、温度T 、压强P 、能量E 、化学势μ 、比

热C 等）代替6N 个描述微观状态的自由度。而宏观量可以对所有粒子的微观参

量求平均值而得到。之所以要用平均值是因为微观状态的数目要远远大于宏观状

态的数目，即一个宏观态实际上是由许多微观态实现的，或者说，粒子体系必须

满足相同的宏观约束条件，但其微观状态可以有差别。对于大量粒子组成的体系，

宏观性质对微观细节并不敏感。 
关于平均值，其定义有两类。首先我们想到，可以对一个物理量 A沿相空间

中代表点随时间的演化的一条轨迹进行长时间平均，即 

( ) ( )
0

1lim ,
T

T
A A t t dt

T→∞
= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ q p                                 (2.1.1.2-1) 

这正是我们在分子动力学中所要做的，只不过分子动力学中限于计算资源的考

虑，模拟体系的粒子数和总时间都要远远小于实际情况。 
系综是统计力学中引入的一个重要概念。我们将力学体系在相空间中的轨迹

作多个拷贝，每一瞬时来看，每个拷贝中只有一个点，将所有拷贝放入同一相空

间中组成一个系综（图 2.1.1.2-1）。系综因此定义为是由大量性质完全相同的力

p

q

p

q

p 

q

p 

q

图 2.1.1.2-1 系综是一个瞬间对多个相同力学体系拷贝所组成的代表点集合。左上、右上、左下
图分别是同一个力学系统轨迹的 3 个拷贝（由于初始条件可以不同，轨迹也不同）。右下是系
综的示意图，其中的三个点分别取自前面的三个力学系统的拷贝。 
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图 2.1.1.3-1 相空间中代表点流
体的运动。 

学体系而构成的，每个体系各处在某一运动状态而且是独立的。则相空间中弥漫

着大量代表点，每个点是系综的一个组成单元，这些点云集在相空间中的一定区

域里。当时间变化时，“星云”中的这些点当然也要走出连续发展的轨迹（实际

上力学体系的拷贝中初态可以不一样，因为无法也无必要确定每个粒子的初态，

所以这些轨迹可以不重合）。但是，这里我们不再关心体系的时间演化。按照各

态历经假设，当力学体系从任意初态开始运动后，只要时间足够长，所有在能量

曲面上的一切微观状态都要经过。因此，对一条轨迹长时间的平均完全等效于瞬

时对系综中所有代表点的平均。 
因为相空间中系综代表点有一定的密度分布，设其为 ( ), ;tρ q p ，求系综平均

时须将它作为权重因子，因此宏观量的所有可能微观状态的系综平均值为 

( ) ( )
( )

, , ;

, ;

A t d d
A

t d d

ρ

ρ
= ∫

∫
q p q p q p

q p q p
。                              (2.1.1.2-2) 

可以看出，ρ 相当于几率密度分布。上式中的积分遍及整个相空间，但是实际上

有贡献的主要集中于 ρ 值较大的区域。一旦函数 ( ), ;tρ q p 已知，则代入上式求积

分，即可由微观量求得相应的宏观量，统计物理学的主要任务就可完成。因此如

何确定函数 ρ 是统计物理学的关键问题，而计算物理学则研究如何在给定的几率

密度分布下计算积分（2.1.1.2-2）式。 
一般来说，系综平均可以是时间的函数。如果密度分布不显含时间， 

0tρ∂ ∂ = ，                                               (2.1.1.2-3) 
则系综是定态的，代表处于平衡态的体系。为了决定上述方程在什么情况下满足，

需要对相空间中代表点的运动做详细考察。 

2.1.1.3 Liouville 定理 

现在我们讨论相空间中点的几率密度是如何随时间变化的。Liouville 于 1838
年发表的定理称：系综的几率密度在运动中不变，其数学表达式为 

0d dtρ = 。                      (2.1.1.3-1) 
因此，（2.1.1.2-2）式中的平均值 A 于时间无关。 

如图 2.1.1.3-1 所示，考虑相空间中一个任意体

积Ω，体积元是 1 3 1 3N Nd d d dq dq dp dpΩ = =q p " " ，

包围该体积的表面以σ 表示，对应体积元的面积元

为 dσ 。体积中的代表点随时间变化的速率为 

d
t

ρ
Ω

∂
Ω

∂ ∫ 。                      (2.1.1.3-2) 

另一方面，代表点流出该体积并通过表面σ 的净速

率为 

( )d d d
σ σ

ρ σ ρ ρ
Ω

⋅ = ⋅ = ∇ ⋅ Ω∫ ∫ ∫v n v σ v 。                         (2.1.1.3-3) 
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其中的 v是通过面积元 dσ 时的速度，n是面积元法向。因为相空间中没有代表

点的源或黑洞，代表点的总数应该是守恒的，故 

( )d d
t

ρ ρ
Ω Ω

∂
Ω = − ∇⋅ Ω

∂ ∫ ∫ v 。                                 (2.1.1.3-4) 

对于任意的体积Ω，故得 

( ) ( ) ( )
0, 0i i

i i i

q p
t t q p

ρ ρρ ρρ
∂ ∂⎧ ⎫∂ ∂

+∇⋅ = ⇒ + + =⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭
∑v

� �
，         (2.1.1.3-5) 

该方程相当于粒子流的连续性守恒方程。根据正则运动方程（2.1.1.1-1）式，有 
2 2

i i

i i i i i i

q pH H
q q p p q p
∂ ∂∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
� �

，                               (2.1.1.3-6) 

则（2.1.1.3-5）式为 

i i
i i

i ii i i i

i i
i i i

q pq p
t q p q p

dq p
t q p dt

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞ ⎧ ⎫∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + +⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎩ ⎭

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑

∑

� �� �

� �
，                   (2.1.1.3-7) 

代入正则方程后，简化为 

[ ], 0
i i i i i

d H HH
dt t t q p p q
ρ ρ ρ ρ ρρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ，             (2.1.1.3-8) 

此式即为 Liouvill 方程。它的含义

是，有一群代表点在一定的时间内

由相空间中一个区域移到另一个区

域，则移动前后各区域内的代表点

密度保持不变，即随着代表点而运

动的观察者来看，代表点的局域密

度是不随时间变化的（图 2.1.1.3-2）。 
（2.1.1.3-8）式与（2.1.1.2-3）

式 是 不 同 的 。 Liouvill 方 程

（2.1.1.3-8）式是力学定律的结果，

总是成立，而（2.1.1.2-3）式只是平衡态时的要求，既可以满足也可能不满足。

两者同时成立时，即达到平衡态时有 

[ ], 0Hρ = ，                                               (2.1.1.3-9) 

满足上式的一种情形是，假定 ρ 除了不显含时间外（ 0tρ∂ ∂ = ），它也不依

赖于坐标 ( ),q p ，即： 

( ), Cρ =q p 。                                            (2.1.1.3-10) 

p

q 

图 2.1.1.3-2 系综的代表点在相空间中随时间的运
动时，局域密度保持不变。 
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物理上这表示，所选的系综体系在任意时间所有可能的微观状态都是均匀分布

的，系综的每个成员是等几率地分布于所有微观态中的，这就是微正则系综，其

力学量的系综平均（2.1.1.2-2）式则为 

( )1 ,A A d
Ω

= Ω
Ω ∫ q p 。                                     (2.1.1.3-11) 

积分的分母是相空间中占据的体积。 
另一种满足（2.1.1.3-9）式的一种情形是，ρ 是 Hamilton 量 H 的显函数，它

对坐标 ( ),q p 的依赖性也是通过H 随 ( ),q p 的变化而实现的，即 

( ) ( ), ,Hρ ρ= ⎡ ⎤⎣ ⎦q p q p 。                                    (2.1.1.3-12) 

将上式代入 [ ], Hρ 后即可验证（2.1.1.3-9）式。因此，这是另一种实现定态系综

的密度函数分布，该系综就是正则系综，其密度函数分布为 Boltzmann 分布 

( ) ( ), exp ,H kTρ ∝ −⎡ ⎤⎣ ⎦q p q p 。                              (2.1.1.3-13) 

式中的 k 为 Boltzmann 常数。 

2.1.2 系综理论 

相空间代表点的集合和几率密度分布一起规定了一个系综，它描述了在某种

宏观约束条件下所有允许微观状态的概率，其约束条件可以由一组外加宏观参量

来表示。根据规定外加的条件不同，我们区分几种系综：微正则系综具有给定的

( ), ,N V E ，特征函数是熵 ( ), ,S N V E ；正则系综有确定的 ( ), ,N V T ，特征函数是

Helmholtz 自由能 ( ), ,F N V T ；巨正则系综给定 ( ), ,V Tμ ，特征函数是 Massieu 函

数 ( ), ,J V Tμ ；等温等压系综给定 ( ), ,N P T ，特征函数是 Gibbs 自由能 ( ), ,G N P T 。

其中的参量是：粒子数 N 、体积V 、温度T 、压强P 、能量E 、化学势μ 。这些

系综所处的环境可用图 2.1.2-1 总结，下面我们求各系综的几率分布和物理量的

表示，更为详细的推导请参看统计力学的各种参考教材。 

2.1.2.1 微正则系综 

, ,N V T 正则系综，F 
恒定温度下的热浴 

, ,N V E
微正则系综，S 
无能量和粒子交换的孤
立系统 

, ,V Tμ  
巨正则系综，J 
有粒子源下的恒温热浴 , ,N P T

等温等压系综，G 
可移动系统壁下的恒温
热浴 

图 2.1.2-1 用于 Monte Carlo 和分子动力学模拟中的典型统计系综。 
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把 N 个粒子放入体积为V 的盒子中，并固定总能量E ，这样的一个独立体

系即为微正则系综，它被广泛地应用在分子动力学模拟中，这时系综的温度和压

强不定，可以在一个平均值附近涨落。 
微正则系综的几率密度导入时，采用了平衡态统计物理的一个基本假设，即

等几率原理：对孤立体系的平衡态求统计平均时，认为相空间中能量曲面E 和

E E+ Δ 之间相等体积的几率相等。定义相空间体积， 

( )
H E

E d
≤

Ω = Ω∫ ，                                          (2.1.2.1-1) 

因为代表点处于厚度为 EΔ 的曲面壳层内，（2.1.1.3-11）分母中的相空间体积则

应为 

( ) ( ) ( )'
E

dd E E E E E E
dEΔ

Ω
Ω = Ω + Δ −Ω = Δ = Ω Δ∫ 。               (2.1.2.1-2) 

由几率密度的归一化，（2.1.1.3-10）成为 

( ) ( ) ( )1 ' , ,
,

0,

E E if E H E E

otherwise
ρ

⎧ Ω Δ ≤ ≤ + Δ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦= ⎨
⎪⎩

q p
q p 。            (2.1.2.1-3) 

系综平均为， 

( ) ( )
0

1 1lim ,
' E

E

A A d
E EΔ →

Δ

= Ω
Ω Δ ∫ q p 。                           (2.1.2.1-4) 

当 0EΔ → ，密度分布成为δ 函数： 

( )1 ,NVE NVEZ H Eρ δ−= −⎡ ⎤⎣ ⎦q p 。                                (2.1.2.1-5) 

其中用于归一化的常数Z 称为配分函数，对于微正则系综，它等于无限薄壳层相

空间体积。对于封闭在体积V 中的 N 粒子体系，配分函数等于其总能量恰为E 的

微观状态数 

( ) ( ), 'NVEZ H E d Eδ= − Ω ≡ Ω⎡ ⎤⎣ ⎦∫ q p 。                        (2.1.2.1-6) 

（对于量子全同粒子体系，经典的密度分布和配分函数均要乘以因子 ( ) 13! NN h
−
，

其中归一化因子 !N 是考虑到系统中任意交换两个粒子而不改变系统的量子态，

因子 3Nh 是对于量子态的相空间体积元而引入的）。体系的特征函数（达到平衡

时，特征函数取极小值）是熵， 

( ), , ln NVES N V E k Z= 。                                     (2.1.2.1-7) 

根据热力学第一定律 

dE TdS PdV dNμ= − + ，                                    (2.1.2.1-8) 

可得， 
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1

, , ,

, ,
N V E N E V

S S ST P T T
E V N

μ
−∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。          (2.1.2.1-9) 

2.1.2.2 正则系综 

把 N 个粒子放入体积为V 的盒子中，并将其置于温度恒为T 的热浴中，这个

体系即为正则系综，它是 Monte Carlo 方法模拟研究的典型体系，这时系综的总

能量和压强不定，可能在一个平均值附近涨落。 
由微正则系综描述的体系能量固定的概念并不适用于现实世界，首先，总能

很难测量，另外，也难于进行物理上的控制使其值保持不变。而且，微正则系综

因其必须确定复杂的高维的几何体积，在数学上也有明显的困难，只有在很简单

的情况（如球体、方体等）才能计算。更可行的方法是固定体系的温度，这个参

数既易测量又易控制，与一恒温热浴保持接触即能固定温度。通常不关心热浴的

具体性质，只需要它有足够大的热容即行。假设热浴中浸有无限多个力学体系的

拷贝，这些体系的集合构成正则系综，其微观态由参数 ( ), ,N V T 描述。 
正则系综中，原则上体系的总能可在零至无穷之间变化，我们的问题是要找

到系统在任意时间处于能量为E 的几率。将体系（总能E ）与其浸入的热浴（总

能 hE ）合起来看成是一个大的力学体系并对这个大体系应用微正则系综，大体

系的总能为 0 hE E E= + 并保持恒定。大体系的相体积元为 hd dΩ Ω ，（2.1.2.1-4）
式为 

( ) ( )

( ) ( )

0
0

0
0

1 1lim ,
'
1 1, lim

'

hE
E

hE
E

A A d d
E E

A d d
E E

Δ →
Δ

Δ →
Δ

= Ω Ω
Ω Δ

= Ω Ω
Ω Δ

∫

∫ ∫

q p

q p
，                     (2.1.2.2-1) 

其中 hdΩ 的积分限为 0 0hE E E E E E− ≤ ≤ + Δ − ，故有体积积分 

( ) ( ) ( )h h
h h h h h

hE

d E
d E E E E

dEΔ

Ω
Ω = Ω +Δ −Ω = Δ∫ 。                (2.1.2.2-2) 

代入系综平均值公式（2.1.2.2-1）后得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0

'1 ' , ,
' '

h h
h h

E
A E A d

E E
ρ

Ω
= Ω Ω ⇒ =
Ω Ω∫ q p q p 。      (2.1.2.2-3) 

因为假定热浴比我们的体系大很多，因此有 0 01 1hE E E E= − � 。将上式分子在

0E ≈ 即 0hE E≈ 附近展开，但理想气体下的推导表明，直接的 Taylor 展开是不收

敛的，因此须在取对数后展开， 

( ) ( ) ( )
0

0 0
ln 'ln ' ln '

h

h
h h h h

h E E

E E E E
E

=

⎛ ⎞∂ Ω
Ω = Ω + − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

"，          (2.1.2.2-4) 

由（2.1.2.1-6）－（2.1.2.1-9）式， 
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1 1 ln 'S
kT k E E

β ∂ ∂ Ω
= = =

∂ ∂
，                                   (2.1.2.2-5) 

由相接触两个体系处于热平衡的热力学，其温度相等，则 
ln ' ln 'h

hE E
β∂ Ω ∂ Ω

= =
∂ ∂

，                                     (2.1.2.2-6) 

则（2.1.2.2-4）式为 

( ) ( ) ( )0' ' exph h hE E EβΩ Ω −� 。                              (2.1.2.2-7) 

将上式代入到（2.1.2.2-3）式，真正的变量是E ，与 0E 有关的项是常数项。将其

归一化后得 

( )1 expNVT NVTZ Hρ β−= − ，                                    (2.1.2.2-8) 

它正是经典的 Boltzmann 分布，此处的能量 E 已用一般的 Hamilton 量 H 表示，

和式（2.1.2.1-5）一样，认为H 取值为E（因为量子力学中E 是H 的本征值，更

一般的表示是密度分布 ρ 如同H 那样是算符，计算平均值或期待值时需求不同

量子态 n 下的矩阵元 nm n mρ ρ= ），系综平均即为， 

( ) ( ),1 , H
NVTA Z A e dβ−−= Ω∫ q pq p 。                              (2.1.2.2-9) 

式中用于归一化的常数 NVTZ 是正则配分函数， 

( )exp ,NVTZ H dβ= − Ω⎡ ⎤⎣ ⎦∫ q p ，                              (2.1.2.2-10) 

正则配分函数的积分也可以表为对所有给定能量的微观状态数的积分，即 

( ) ( ) ( )exp ' expNVT NVEZ H E dE H Z dEβ β= − Ω = −∫ ∫ ，           (2.1.2.2-11) 

由于微正则配分函数 NVEZ 是随能量而迅速增加的函数，但 Boltzmann 分布则是快

速递减的函数，故两个函数的乘积是在某一个值 E 附近有一尖锐的分布，体系

在大多数时间内，它的能量状态都是逗留此值的附近。因此，正则系综与能量严

格为 E 的微正则系综几乎等价，正则系综中的能量涨落不会很大。故热力学极

限定理说，当粒子数和体积均变为无穷大时，两系综的平均相等。对计算模拟来

讲，只能处理有限的体系，两种系综平均值之间的差别随体系的尺度增大而减小。 
对于正则系综，体系的特征函数是 Helmholtz 自由能F（达到平衡态时F 取

极小值）， 

( ), , ln NVTF N V T kT Z= − ，                                  (2.1.2.2-12) 

代入热力学关系 
F E TS= − ，                                             (2.1.2.2-13) 

并由（2.1.2.1-8）可得熵、压强和化学势， 
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, , ,

, ,
N V N T V T

F F FS P
T V N

μ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，             (2.1.2.1-14) 

以及总能 

( )
( )

2

, , ,
1N V N V N V

F TF FE F TS F T T
T T T T

⎡ ⎤∂∂ ⎡ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − = − = ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
。  (2.1.2.2-15) 

由于总能也可表成系综能量的平均值，上式也等于 

ln
H

NVT
NVT H

He d ZE
e d

β

β β

−

−

Ω ∂
= = −

∂Ω
∫
∫

。                          (2.1.2.2-16) 

根据比热的定义， 

2

2
, ,

V
N V N V

E FC T
T T

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= = − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，                              (2.1.2.2-17) 

上式也等于 
222

2 2 2

22
2

1 ln 1

1

H H

V H H

NVTNVT

H e d He dZC
kT kT e d e d

E E
kT

β β

β ββ

− −

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞Ω Ω∂ ⎢ ⎥⎜ ⎟= = −
⎢ ⎥⎜ ⎟∂ Ω Ω⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

∫ ∫
∫ ∫ 。        (2.1.2.2-18) 

2.1.2.3 等温等压系综 

把 N 个粒子放入可移动边壁的盒

子中使其压强P 为固定值，并将其置于

温度恒为T 的热浴中，这个体系即为等

温等压系综，一般是在 Monte Carlo 方

法模拟中加以实现，这时系综的总能量

和体积不定，可以在一个平均值附近涨

落。对于磁性系统，P 和V 分别用磁矩

和外磁场替代。 
设想一个理想气体体系有 M N−

个粒子，体积为 0V V− ，我们的力学体

系通过一活动边壁与理想气体保持接触（图 2.1.2.3-1），总体系的粒子数M 和体

积 0V 恒定。边壁自由活动时，力学体系的体积V 会有涨落。总体系的配分函数为

两个体系的配分函数之积， 

( ) ( )
0

exp expMV T i iZ H d H dβ β= − Ω − Ω∫ ∫ ，                     (2.1.2.3-1) 

其中第二个积分是对理想气体的，它可以解析地求出 

0,M N V V− −

图 2.1.2.3-1 理想气体和力学体系交换体积。

,N V  
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( ) ( )( ) ( )( )3 22
0exp exp 2 2

M NM N

i iH d dV p m d V V mkTβ β π
−−

⎡ ⎤− Ω = − = −⎣ ⎦∫ ∫ ∫ p  

(2.1.2.3-2) 
由于体积V 可变，则求系综平均值时应对体积积分，力学体系的几率密度为 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

exp

exp

M N

M N

V V H

V V dV H d

β
ρ

β

−

−

− −
=

− − Ω∫ ∫
。                        (2.1.2.3-3) 

现在取极限 0 ,V M→∞ →∞，使得理想气体的密度为 ( )0 0M N Vρ → − 。故

在极限 0 0V V → 下，有 

( ) ( )

( )

0 0 0
0 0

0

1 exp

exp

M N
M N M N M N

M N

V VV V V V M N
V V

V PVβ

−
− − −

−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− → − → − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
→ −

，  (2.1.2.3-4) 

式中已代入理想气体状态方程 0 Pρ β= ，这里P 是常数。故（2.1.2.3-3）式为 

( )
( ) ( )

exp

exp exp

H PV

PV dV H d

β
ρ

β β

− +⎡ ⎤⎣ ⎦=
− − Ω∫ ∫

。                       (2.1.2.3-5) 

上式中分母的归一化因子即为配分函数， 

( ){ } ( )exp , expNPT NVTZ H PV d dV dV PV Zβ β= − + Ω = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫ ∫q p ， (2.1.2.3-6) 

系综平均为 

( ) ( ),1 , H PV
NPTA Z A e d dVβ− +⎡ ⎤− ⎣ ⎦= Ω∫∫ q pq p 。                      (2.1.2.3-7) 

体系的特征函数是总体系的自由能与理想气体的自由能之差，即 Gibbs 自由能

( ), ,G N P T ， 

( ), , ln NPTG N P T kT Z= − ，                                   (2.1.2.3-8) 

它与其它热力学量的关系为 
G F PV E TS PV= + = − + ，                                 (2.1.2.3-9) 

由此可得， 

, , ,

, ,
N P N T P T

G G GS V
T P N

μ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。              (2.1.2.3-10) 

2.1.2.4 巨正则系综 

巨正则系综中具有确定温度T 、给定化学势μ 及体积V ，但是粒子数可以是

变化的，如在化学反应中那样。巨正则系综一般是通过 Monte Carlo 方法模拟加

以实现，这时系综的总能量、压强和粒子数存在涨落。 
巨正则系综可以看成是正则系综的进一步推广，正如正则系综是微正则系综

的推广那样，即不仅是体系的能量而且粒子数也可以变化，因为粒子数和能量一
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样难于直接测量确定，因此可以将它们都作为变数。和推导正则系综一样，考虑

浸入在一个热浴中的力学体系。力学体系和热浴之间不仅有能量还有粒子交换，

由力学体系和热浴组成的大体系的总能 0 hE E E= + 以及总粒子数 0 hN N N= + 保

持恒定，并且力学体系的能量和粒子数远远小于热浴的。（2.1.2.2-3）式中的微观

状态数 'Ω 不仅是依赖于能量，也是粒子数的函数，几率密度分布即为 

( ) ( )
( )0 0

' ,
,

' ,
h h hE N

E N
ρ

Ω
=
Ω

q p 。                                    (2.1.2.4-1) 

将分子取对数，再对能量和粒子数作展开，（2.1.2.2-4）为 

( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0ln ' , ln ' ,

ln ' ln '

h h

h h h h

h h

h hE E N N

E N E N

E N
E N

= =

Ω = Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Ω ∂ Ω
+ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
，               (2.1.2.4-2) 

由两个具有粒子交换的体系达到相平衡时的热力学，其化学势μ 相等，即 
ln ' ln 'h

hN N
βμ∂ Ω ∂ Ω

= =
∂ ∂

，                                    (2.1.2.4-3) 

故与（2.1.2.2-7）式对应，有 

( ) ( ) ( )0 0' , ' , exph h h hE N E N N Eβ μΩ Ω − +⎡ ⎤⎣ ⎦� 。                 (2.1.2.4-4) 

将几率密度归一化后得 

( ) ( )11 ! expVT VTZ N N Hμ μρ β μ−−= − +⎡ ⎤⎣ ⎦，                        (2.1.2.4-5) 

巨正则配分函数是， 

( ){ }1 exp ,
!VT

N

Z N H d
Nμ β μ= − + Ω⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∫ q p ，                   (2.1.2.4-6) 

式中已经将全同粒子的归一化因子 !N 放入。如果有多种粒子的话，则上两式应

改为求和式 
1

1 ! expVT VT i i i
ii

Z N N Hμ μρ β μ
−

− ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑∏ ，                 (2.1.2.4-7) 

( )exp ,
!

i i

i

N

VT
N i i

eZ H d
N

βμ

μ β
−⎛ ⎞

= − Ω⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦
⎝ ⎠

∑ ∏ ∫ q p ，                   (2.1.2.4-8) 

系综平均为， 

( ) ( ),1 ,
!

i i

i

N
H

VT
N i i

eA Z A e d
N

βμ
β

μ

−
−− ⎛ ⎞

= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∏ ∫ q pq p 。                 (2.1.2.4-9) 

巨正则系综的特征函数是 Massieu 函数， 
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( ), , ln VTJ V T kT Zμμ = −                                    (2.1.2.4-10) 

它与其它热力学量的关系为， 
J F N E TS Nμ μ= − = − − ，                                (2.1.2.4-11) 

代入式 
E TS PV Nμ= − + ，                                       (2.1.2.4-12) 

故有， 
J PV= − ，                                              (2.1.2.4-13) 

, , ,

, ,
V T V T

J J JS P N
T Vμ μ μ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。            (2.1.2.4-14) 
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