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第三章  有限差分方法 

求解常微分方程和偏微分方程是物理学中最常见的问题，而用数值计算方法

求方程的解已经是一个发展得相当成熟的领域，这样的方法主要有有限差分和有

限元方法。除了物理学的问题以外，数值方法在工程和气象等众多研究领域中也

得到广泛应用，由于数值求解微分方程的课题众多，本章中只能涉及针对物理学

中一些重要内容所采用的主要普适的方法。对一些标准的微分方程形式，人们已

经开发了相应的程序库和软件包。 

§3.1 线性微分方程 

3.1.1 微分方程的分类 

3.1.1.1 偏微分方程的类型 

微分方程是表达物理量、它对其变量的导数以及变量之间的一个关系。只有

一个变量的情形是常微分方程，多个变量下是偏微分方程。如有两个独立变量时，

二阶偏微分方程的一般形式是， 
2 2 2

2 2 0a b c d e f g
x x y y x y
φ φ φ φ φ φ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
，                (3.1.1.1-1) 

其中的系数 , , , , , ,a b c d e f g 可以是独立变量 x和 y 的函数。如果 2 4b ac< ，称为椭

圆形偏微分方程， 2 4b ac= 是抛物线型， 2 4b ac> 双曲线型。例如，波动方程 
2 2

2 2 2

1 0
x v t
φ φ∂ ∂
− =

∂ ∂
，                                         (3.1.1.1-2) 

是双曲线型，而二维的Poisson方程， 

( )
2 2

2 2 ,x y
x y
φ φ ρ∂ ∂
+ = −

∂ ∂
，                                     (3.1.1.1-3) 

是椭圆形。抛物线型方程的例子是扩散方程， 

( ),D S x t
t x x
φ φ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

。                                  (3.1.1.1-4) 

在数值计算中，方程类型之间的差别不是那么重要。 
在（3.1.1.1-1）式中，我们假定了系数 , , , , , ,a b c d e f g 不包含φ及其高阶导数

（否则方程就不是二阶的），这是线性的偏微分方程，否则就是非线性的偏微分

方程。在很大的程度上，方程的数值解法要视方程的阶数和是否线性而定。 

3.1.1.2 初始值和边界值 

微分方程还可以用初始值问题和边界值问题进行分类，对于数值计算来说，

这两类之间的差别最为重要。这是因为，初始值问题中，我们是在起始端给定函

数值，然后计算在后续各点的函数值。而在边界值问题中，我们是给函数加了限
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制条件，要求它在始端和终端必须是一定的值。这些问题中，物理学中的时间变

量和空间变量是等同看待的，它们的不同是物理含义不同，但用数学的数值方法

处理它们时，它们的地位是等价的，因此，初始值问题不一定就必定是含时的，

而边界值就是指空间问题。我们之所以考虑初始值问题和边界值问题的差异，主

要是它们对解所加的限制条件的区别。某些偏微分方程是混合型的，即对某个变

量是初始值型的，而对另外的变量则是边界值型的。 
例如，对于谐振子的运动， 

2
2

2 0d
dt
φ ω φ+ = 。                                           (3.1.1.2-1) 

这里只有一个变量，是时间 t，我们要找在时间段[ ]0 , Nt t 的解。因为它是一个二

阶微分方程，需要给定两个初始条件以确定解中的常数。如果指定 0t t= 时的φ和
一阶导数 'φ 的话，这就是初始值问题。如果给出的两个条件是 0t t= 和 Nt t= 时的

φ值的话，它就是边界值问题。 

3.1.2 初始值问题 

3.1.2.1 有限差分 

在有限差分法解微分方程的过程中，独立变量是取离散值的，我们将连续变

量的微分方程化成离散变量网格中的差分方程，以初始值或边界值确定每个网格

点上的函数值。其具体做法是，首先将微分方程离散化，然后求解差分方程组。 
对于一个变量的常微分方程，如以步长 ( )h x b a N= Δ = − 将 x 轴上的区间

[ ],a b 等间距分割成 N 等分，则在第 n个格点可以构造差值， 1n nφ φ+ − ， 1n nφ φ −− 和

1 1n nφ φ+ −− ，分别称为一阶向前、向后和中心差分。由于 

( ) ( ) ( ) ( )
2 3

3
1 ' ''

2! 3!n n n n n
h hh x x xφ φ φ φ φ+ = + + + +"；                (3.1.2.1-1) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 3

3
1 ' ''

2! 3!n n n n n
h hh x x xφ φ φ φ φ− = − + − +"，                 (3.1.2.1-2) 

两式相减和相加后分别得， 

( ) 1 1 1 1'
2

n n n n n n
nx

h h h
φ φ φ φ φ φφ − + + −− − −� � � ；                      (3.1.2.1-3) 

( ) 1 1
2

2'' n n n
nx

h
φ φ φφ + −+ −� 。                                   (3.1.2.1-4) 

将微分的差分表示代换到微分方程中即可得到差分方程。 
对于偏微分方程，我们需要在构造网格面（二维、2个变量）或格点阵（三

维），其构造方式与变量的坐标系或边界形状有关。如对于圆形边界，自然用极

坐标系下的等角度和等径距比较好，对于方形边界，则采用等边长正方形分割，

若两个变量分别是时间和坐标的话，则等时间间隔和等空间间距分割相当于二维

平面上的矩形分割。因此，对于函数 ( ),x yφ ，（3.1.2.1-1）－（3.1.2.1-4）式中的



第三章 有限差分方法                                                §3.1 线性微分方程 

3－3 

导数应该换成对 x 和对 y 的偏微分，如 

( )

( )

2 2
1, 1, , , 1 , 1 ,2

2 2 2 2

2
1, 1, , 1 , 1 ,

2 2
,

4

m n m n m n m n m n m n

m n m n m n m n m n

x y
x y h h

h

φ φ φ φ φ φφ φφ

φ φ φ φ φ

+ − + −

+ − + −

+ − + −∂ ∂
∇ = + ≈ +

∂ ∂

= + + + −
。 (3.1.2.1-5) 

3.1.2.2 Euler 法 

求解初始值问题的最简单的方法是Euler折线法，即简单地用（3.1.2.1-3）－

（3.1.2.1-4）式代换进微分方程即可，虽然它的精度有限，因而很少使用，但这

个方法反映了初始值问题的基本思想。例如，对于常微分方程 ( )' ,f xφ φ= ，Euler
折线公式是， 

( )1 ,n n n n n nhf x hfφ φ φ φ+ ≈ + = + ，                              (3.1.2.2-1) 

它也可以被看成是简单地将微分方程两端进行积分后得到的， 

( ) ( )1

1 , ,n

n

x

n n n n nx
dx f x hf xφ φ φ φ φ+

+ = + ≈ +∫ 。                      (3.1.2.2-2) 

该式中的 f 也可以用 1nx + 点处的值，得到后退的Euler公式， 

( ) ( )1

1 1 1, ,n

n

x

n n n n nx
dx f x hf xφ φ φ φ φ+

+ + += + ≈ +∫ 。                   (3.1.2.2-3) 

（3.1.2.2-2）与（3.1.2.2-3）式有重要的差别：因为（3.1.2.2-2）式中只有左边有

1nφ + ，称它为显式的，即向前差分Euler法。而（3.1.2.2-3）式左右两边均有 1nφ + ，

称它是隐式的，即向后差分Euler法，通常必须用迭代的方法求解关于 1nφ + 的非线

性方程。隐式法尽管效率很低，但它比显式法稳定。 
例如，对于谐振子的方程（3.1.1.2-1）式，可得 

( )2 2
1 1 2 0n n nhφ φ ω φ+ −+ − − = 。                                (3.1.2.2-4) 

因此由 1nφ − 和 nφ 可以算出 1nφ + 。对于它的初始值，我们给定 ( )0 0 1tφ φ≡ = = ，以及

( )' 0 0tφ = = 。由于第二个条件，有 1 0 1φ φ≈ = ，将此式代入到（3.1.2.2-4）式后

就得到以后各个时刻的 2 3, ,φ φ "。 
对于扩散方程（3.1.1.1-4）式，设时间分割间隔为τ ，空间间隔为 h ，记

( ) ,,m n m nx tφ φ= ，离散化后得 

( )2
, 1 , 1, 1, , ,2m n m n m n m n m n m nD h Sφ φ τ φ φ φ τ+ + −⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦ 。             (3.1.2.2-5) 

求解该方程时需要知道初始值 ( ),0xφ ，即对每个m 值都知道 ,0mφ ，因此可以由方

程陆续地求出 ,1 ,2, ,m mφ φ "。值得注意的是，当 22D hτ > 时，该算法是不稳定的。 
在数字计算时，误差主要来源于两个方面。一是舍入误差，初始值问题中的

误差会逐渐积累，特别是对于小 h或大 N 值时，每步中的舍入误差累计后不再是

可以忽略不计的。更重要的误差是截断误差，这是因为我们在（3.1.2.1-3）式中
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用两点间的差值近似了导数，忽略了 2h 以上的高阶项。通常当 0h → 时，这个截

断误差是很小的，但是 'φ 的变化值或 ''φ 值较大时可能导致计算结果偏离真值，

这时我们说结果是不稳定的。控制计算误差使其不能恶性增长是计算方法的稳定

性理论所考虑的中心问题。 

3.1.2.3 多步法 

为了提高计算的准确性，应该在近似的公式中包含 2h 项。在（3.1.2.2-1）式

中， 1nφ + 只依赖于 nφ ，这是单步法。将 f 作插值 
( ) ( )1

1
n n

n n

x x x x
f f f

h h
−

−

− −
≈ − ，                              (3.1.2.3-1) 

代入到积分表达式后得Adams两步法公式， 

1 1
3 1
2 2n n n nh f fφ φ+ −

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

。                                 (3.1.2.3-2) 

更一般地在多步法中，第 n k+ 点的值是之前的 k 个点的函数， 

( )0 1 1 1 1 1 1, ; , ; ; ,n k n n k n k n n n n n k n ka a a hF x x xφ φ φ φ φ φ φ+ + − + − + + + += + + + +" " ，(3.1.2.3-3) 

其中 0 1, , ka a −" 是系数，F 是某一已知的函数。当它用前面 k 个格点的值表示出

来时是线性多步法 

( )1 1
0

, ; , ; ; ,
k

n n n n n k n k i n i
i

F x x x fφ φ φ β+ + + + +
=

= ∑" 。                     (3.1.2.3-4) 

如果 0kβ ≠ ，差分方程式（3.1.2.2-2）式右边也包含有 n kφ + 项，这时方程式是隐

式的。 

3.1.2.4 蛙跳法 

Euler法中，截断误差是 ( )O h 。采用更为对称的中心差分（即蛙跳）法可使

截断误差降为 ( )2O h 。由（3.1.2.1-3）式， 

( ) ( )21 1'
2

n n
nx O h

h
φ φφ + −−

= + ，                                 (3.1.2.4-1) 

可得 

( )1 1 2 ,n n n nhf xφ φ φ+ −= + 。                                 (3.1.2.4-2) 

3.1.2.5 预报－校正法 

对于常微分方程还有其它若干高精度的方法。预报－校正法也是有限差分

法，其最简单形式包含有为“预报”的向前Euler法和随后对预报结果进行修正

补值的“校正”方法。它与Verlet算法结合起来就是分子动力学中积分求解运动

方程的最常用算法。 
第一步是预报步，由显式Euler公式给出φ在 1nx + 处的第一个预报值 *

1nφ + ， 
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( )*
1 ,n n n nhf xφ φ φ+ = + 。                                      (3.1.2.5-1) 

第二步是用隐式Euler公式给出 *
1nφ + 进行修正， 

( )*
1 1 1,n n n nhf xφ φ φ+ + += + 。                                    (3.1.2.5-2) 

如果反复多次使用第二步，则该方法就变成了迭代计算，它并不改变有限差

分法的阶数，称为迭代预报－校正法： 

( )
( )

*
1

*
1 1 1

*
1 1

,

,
n n n n

n n n n

n n

hf x

hf x
repeat

φ φ φ

φ φ φ

φ φ

+

+ + +

+ +

= +

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

。                             (3.1.2.5-3) 

3.1.2.6 Crank-Nicholson 法 

Crank-Nicholson方法是一种二阶有限差分法，它是对 nx 和 1nx + 的 f 函数求平

均，即将差分中一点的显式表示用显式和隐式的线性组合表示， 

( )1 12n n n n
h f fφ φ+ += + + ，                                     (3.1.2.6-1) 

这一方法相当于一半 x 间隔在 nx 处确定的导数上，另一半在 1nx + 处确定的导数上，

相当于梯形法则。 
如对于扩散方程（3.1.1.1-4）式，取扩散系数D为常数，源 0S = ，通常的差

分方程是， 

( ), 1 , 1, 1, ,2 2m n m n m n m n m nD
h
τφ φ φ φ φ+ + −− = + − ，                      (3.1.2.6-2) 

它是显式的，而按照Crank-Nicholson方法，差分方程则变为， 

( ) ( )1, 1, , 1, 1 1, 1 , 1
, 1 , 2

2 2
2 2

m n m n m n m n m n m n
m n m n D

h
φ φ φ φ φ φτφ φ + − + + − + +

+

⎧ ⎫+ − + −⎪ ⎪− = +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

。 

(3.1.2.6-3) 
Crank-Nicholson方法也可以变为预报－校正法，其中， *

1nφ + 的第一个预报值

由显式Euler公式给出，第二个预报值可利用Crank-Nicholson步的平均化得到， 
( )

( ) ( )

*
1

*
1 1 1

*
1 1

,

, ,
2

n n n n

n n n n n n

n n

hf x

h f x f x
repeat

φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ

+

+ + +

+ +

= +

⎧ ⎡ ⎤= + +⎪ ⎣ ⎦⎨
⎪ =⎩

。                  (3.1.2.6-4) 

3.1.2.7 Runge-Kutta 法 

由显式Euler方法和Crank-Nicholson方法组合而成的迭代预报－校正法即为

Runge-Kutta方法。或者，也可将上述的Crank-Nicholson法看成是广义Runge-Kutta
方法的一种特殊二阶情形，事实上，所有以Euler法为基础的方法都归类为推广
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的Runge-Kutta方法。 
Crank-Nicholson法的二阶Runge-Kutta公式（3.1.2.6-4）式可以改写为， 

( )

( )
( )

1 1 2

1

2 1

2
,

,

n n

n n

n n

h F F

F f x
F f hF x h

φ φ

φ
φ

+
⎧ = + +⎪
⎪

=⎨
⎪ = + +⎪
⎩

，                                 (3.1.2.6-4) 

函数F 的通式为， 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 , 1, ,n n n n nn n n nF f h A F A F A F x a h nφ θ− −= + + + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦" … ，(3.1.2.6-5) 

其中， a和 A是系数，θ 是Runge-Kutta方法的近似阶数。 
（3.1.2.6-5）式同Taylor公式相似，可以把 1n nφ φ+ − 按级数展开，系数 a和 A可

以通过级数展开式代替其中的函数值而导出，通过比较两种形式的系数得到一个

线性方程组，再求解该方程组即可。因此，Taylor展开式的阶数即为Runge-Kutta
方法的阶数。由此得到常用的四阶Runge-Kutta公式： 

( )

( )

( )

1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

2 2
6
,

,
2 2

,
2 2

,

n n

n n

n n

n n

n n

h F F F F

F f x
h hF f F x

h hF f F x

F f hF x h

φ φ

φ

φ

φ

φ

+
⎧ = + + + +⎪
⎪

=⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = + +⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎪
⎪ = + +⎩

。                           (3.1.2.6-6) 

Runge-Kutta方法的好处在于步长是可变的，但其劣势是因为每一步积分都

要算四次 f 函数，如在分子动力学中积分多粒子体系的Newton方程时，力的计

算要占用大量的计算时间，因此效率较低。 

3.1.2.8 Verlet 法 

Verlet方法是专用于积分如下形式的二阶微分方程的， 

( ) ,x f x t t= ⎡ ⎤⎣ ⎦�� ，                                           (3.1.2.8-1) 

由于其简单性和稳定性，常用于分子动力学中（为此目的将变量改写成： xφ → ，

x t→ ）。它是三阶Stomer算法，最早由Verlet在分子动力学中采用，故称为Verlet
算法。该方法的步长一定，每步只需计算一次 f 函数。将 x 在 t附近作Taylor展开， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 41 1
2 3!

x t h x t hx t h x t h x t O h+ = + + + +� �� ��� ；            (3.1.2.8-2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 41 1
2 3!

x t h x t hx t h x t h x t O h− = − + − +� �� ��� 。            (3.1.2.8-3) 

相加后得， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 42 ,x t h x t x t h h f x t O h+ = − − + + ，                  (3.1.2.8-3) 

因此，只要知道前两个点 ( )x t h− 和 ( )x t 的坐标，即可得到后一点 ( )x t h+ 的坐标。

如果已知初始位置 ( )0x 和初始速度 ( )0v ，则第二个坐标点可以近似为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

30 0 0 ,0
2
hx h x v h f x O h= + + +⎡ ⎤⎣ ⎦ 。                  (3.1.2.8-4) 

例如，用Verlet方法求解谐振子运动方程 x Cx= −�� ： 

( ) ( ) ( ) ( )22x t h x t x t h h Cx t+ = − − − ，                          (3.1.2.8-5) 

该式的解析解（非微分方程的严格解）可以写成 ( ) ( )expx t i tω= 的形式，ω需要

满足条件 

( ) 22 2cos h h Cω− = ，                                       (3.1.2.8-6) 

如果 2 4h C > ，ω是虚数，则解是不稳定的。虽然实际计算时我们采用的步长 h通
常足够小不至于出现这种情况，但是这里还是有必要提醒注意稳定度问题，特别

是积分二阶常微分方程时通常都可化为一组耦合的谐振方程。 

3.1.2.9 Numerov 法 

Numernov方法是专用于积分如下形式的二阶微分方程的， 

( ) ( )x f t x t=�� ，                                            (3.1.2.9-1) 

定态Shrodinger方程即为一例。Numernov方法利用该方程的特殊形式使得四阶项

相消，这和Verlet法类似（由此我们仍采用Verlet法中变量的写法），不过得到的

算法精确至 ( )6O h 。和Verlet方法中类似，将 x 展开至 6h 阶，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 62 4 6 81 12 ,
12 360

x t h x t x t h h f x t h x t h x t O h+ = − − + + + + ， 

(3.1.2.9-2) 
由于高阶导数 ( )4x 和 ( )6x 未知，因此还不能直接使用该方程。现在作一变量代换，

( ) ( ) ( )21 12y t h f t x t⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ，该方程化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 62 ,y t h y t y t h h f x t x O h+ = − − + + ，                (3.1.2.9-3) 

通过对 y 的积分，即用前两点计算后一点的方法，可以得到准确至 ( )6O h 的 x 。 

3.1.3 Schrodinger 方程 

3.1.3.1 量子力学的差分方程 

现在我们应用有限差分方法于量子力学中的粒子在时空中的传播问题。空间

中有一势场 ( )V r ，粒子从一起始位置以波包的形式开始运动，当波包运动至势

场附近，波包将产生分离，部分穿过势场，部分被反射回来。这是一个求解含时

的Schrodinger方程的问题，为讨论简便，我们只考虑一维情形， 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2, , ,
2

i x t x t V x x t
t m x
∂ ∂
Ψ = − Ψ + Ψ

∂ ∂
== 。                 (3.1.3.1-1) 

在 t时刻，波函数的形式解为 

( ) ( )ˆ, ,0iH tx t e x−Ψ = Ψ= ，                                    (3.1.3.1-2) 

它很难计算，但由此说明在每一小段时间间隔τ 内有， 

( ) ( )ˆ, ,iHx t e x tττ −Ψ + = Ψ= 。                                  (3.1.3.1-3) 

该式与（3.1.3.1-2）式比较，其优点是对很小的τ 值，指数中可以进行展开，并

只取到一阶项， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
ˆ, 1 , 1 ,

2
i ix t iH x t V x x t
m x

τ τ τ τ
⎧ ⎫∂

Ψ + ≈ − Ψ = + − Ψ⎨ ⎬∂⎩ ⎭

==
=

。 (3.1.3.1-4) 

而如要用（3.1.3.1-2）式对时间进行展开的话，则必须取高阶项，则Hamilton算
符中的高阶微分和动能算符与势能不可对易性将使得数值计算公式很难写出。将

时空离散化， x 轴以步长 h 分割，时间 t 以τ 分割，记 ( ), ,m n mh nτΨ = Ψ ，则

（3.1.3.1-1）或（3.1.3.1-4）式的差分方程为， 

1, 1, ,
, 1 , ,2

2
2

m n m n m n
m n m n m m n

i i V
m h

τ τ+ −
+

Ψ +Ψ − Ψ
Ψ = Ψ + − Ψ

=
=

。         (3.1.3.1-5) 

对空间中每一点给定了初始值 ,0mΨ ，原则上可以陆续地计算出 ,1 ,2, ,m mΨ Ψ "。但

是，由于忽略了τ 的高阶项，该差分方程是不稳定的。 
奇妙的是，如果将（3.1.3.1-3）式按时光倒流的方式写出的话， 

( ) ( )ˆ, ,iHx t e x tτ τΨ = Ψ += ，                                  (3.1.3.1-6) 

由此得到的差分方程式， 

1, 1 1, 1 , 1
, , 1 , 12

2
2

m n m n m n
m n m n m m n

i i V
m h

τ τ+ + − + +
+ +

Ψ +Ψ − Ψ
Ψ = Ψ − + Ψ

=
=

，     (3.1.3.1-7) 

则是稳定的。但不幸的是，它是一个隐式的方程，不易简单地由 ,m nΨ 得到 , 1m n+Ψ ，

必须通过矩阵才能反解出 , 1m n+Ψ 。更为重要的一个问题是，（3.1.3.1-5）式和

（3.1.3.1-7）式都不能保证在每一时刻波函数的归一化要求， 

( ) 22
,, 1m n

m
dx x t hΨ = Ψ =∑∫ 。                               (3.1.3.1-8) 

因此，必须设计满足归一化要求的差分方程。 
将（3.1.3.1-3）式中的指数算符写成Cayley形式， 

( ) ˆ1 2ˆexp ˆ1 2
iHi H
iH
ττ
τ

−
− ≈

+
==
=
。                                 (3.1.3.1-9) 

它是酉正算符（ 1U U+ = ），可以保证任意时间下波函数的归一性， 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2*
ˆ ˆ1 2 1 2, , , , 1ˆ ˆ1 2 1 2

iH iHdx x t dx x t x t dx x t
iH iH
τ ττ
τ τ

+ −
Ψ + = Ψ Ψ = Ψ =

− +∫ ∫ ∫
= =
= =

。 

(3.1.3.1-10) 
因此有， 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ1 2 , 1 2 ,iH x t iH x tτ τ τ+ Ψ + = − Ψ= = 。                  (3.1.3.1-11) 

将其中涉及的空间微分算符写成差分形式后得， 

1, 1 1, 1 , 1
, 1 , 12

1, 1, ,
, ,2

2
2 2 2

2
2 2 2

m n m n m n
m n m m n

m n m n m n
m n m m n

i i V
m h
i i V
m h

τ τ

τ τ

+ + − + +
+ +

+ −

Ψ +Ψ − Ψ
Ψ − + Ψ =

Ψ +Ψ − Ψ
Ψ + − Ψ

=
=

=
=

。       (3.1.3.1-12) 

取单位制 ( )1, 1m= == ，将方程两边整理后得， 

( ){ }
( ){ }

1 2
1, 1 , 1 1, 1

1 2
1, , 1,

2 2 1

2 2 1

m n m m n m n

m n m m n m n

i V h

i V h

τ

τ

−
+ + + − +

−
+ −

Ψ + − − Ψ +Ψ =

−Ψ + + + Ψ −Ψ
，             (3.1.3.1-13) 

该方程不再是简单的由 ,m nΨ 决定 , 1m n+Ψ 的公式，因此需要求解联立方程组。

在计算矩阵时，困难性在于矩阵的维数可能相当大，如果 x 轴分割成1000等分的

话，矩阵则是 610 维的，而且是对每一时刻都要解矩阵的对角化问题。幸运的是，

矩阵中的许多元素为0，每一行只有3个元素不为0，这个矩阵是三对角的。 

3.1.3.2 Crank-Nicholson 法 

（3.1.3.1-5）式是Schrodinger方程的显式差分方程，（3.1.3.1-7）式是隐式方

程，而（3.1.3.1-13）式就是Crank-Nicholson方法下的显隐式组合后的方程。现在

我们利用矩阵元素多为0的特点来解（3.1.3.1-13）式，定义它的右边为， 

( ){ }1 2
, 1, , 1,2 2 1m n m n m m n m nA i V hτ −

+ −= −Ψ + + + Ψ −Ψ ，              (3.1.3.2-1) 

即（3.1.3.1-13）式写成， 

( ){ }1 2
1, 1 , 1 1, 1 ,2 2 1m n m m n m n m ni V h Aτ −
+ + + − +Ψ + − − Ψ +Ψ = 。            (3.1.3.2-2) 

数值计算上，我们希望将 1, 1m n+ +Ψ 用 , 1m n+Ψ 的函数表示，即如果有 

1, 1 , , 1 ,m n m n m n m nB C+ + +Ψ = Ψ + ，                                  (3.1.3.2-3) 

我们就可以用 , 1m n+Ψ 直接计算出 1, 1m n+ +Ψ 。将（3.1.3.2-3）代入到（3.1.3.2-2）中得， 

( ){ }1 2
, 1,

, , 1, 1,

2 2 1 1m n m m n

m n m n m n m n

B i V h B

C A C B

τ −
−

− −

= − − − −

= +
，                        (3.1.3.2-4) 

因此，这里的问题是，仔细选择因子B 和C 的话，有可能将隐式转化成显式。 
（ 3.1.3.2-4）式只适用于空间中的内部区域，在边界点上，我们有
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0, , 0n M nΨ = Ψ = ，从 0m = 处的边界条件，可得（3.1.3.2-4）式中当 1m = 时成立的

方程， 

( ){ }1 2
1, 1

1, 1,

2 2 1n

n n

B i V h

C A

τ −= − − −

=
。                                 (3.1.3.2-5) 

对于初始时间 0n = ，可以由初始波函数 ,0mΨ 得到 1,0 1,0 1,0, ,A B C 。由（3.1.3.2-4）
式可陆续得到 2,0 2,0,B C 直至 ,0 ,0,M MB C ，因此对 0n = 的所有空间坐标格点都可以求

得波函数关联的系数B 和C 。 
边界条件 0m = 已用于推导方程（3.1.3.2-5）式，我们现在再利用另外一个边

界条件，即m M= 处的边界条件，将（3.1.3.2-3）式写成， 

( ), 1 1, 1 , ,m n m n m n m nC B+ + +Ψ = Ψ − ，                               (3.1.3.2-6) 

代入m M= 处的边界条件得， 

( )1, 1 , 1 1, 1, 1, 1,M n M n M n M n M n M nC B C B− + + − − − −Ψ = Ψ − = − ，             (3.1.3.2-7) 

代入（3.1.3.2-6）式后可陆续得到 1n+ 时刻所有空间坐标格点 2, 3 ,1m M M= − − "
处的波函数值。 

因此，我们将算法总结如下：1、选择初始波函数 ,0mΨ ；2、由（3.1.3.2-5）
式计算 1m = 再由（3.1.3.2-4）式计算m 取值升至M 时的系数 ,0mB 和 ,0mC ；3、由

（3.1.3.2-7）式计算 1m M= − 再由（3.1.3.2-6）式计算m 取值降至1时的波函数

,1mΨ ；4、对 1n = 重复上面的步骤求得 ,2mΨ ，继而继续重复直至得到所有时刻 n时
的波函数值。 

3.1.3.3 波包的运动 

对于在一维中运动的粒子，它的初始波函数形式可用Gauss波包表示， 

( ) ( )2 2
0, 0 expx t x x σ⎡ ⎤Ψ = − −⎣ ⎦∼ ，                          (3.1.3.3-1) 

波包的中心在 0x ，宽度为σ 。波包运动时它会展宽，其原因是，波包本身可以看

成是由一系列形式为 ikxe 的平面波组成，其权重就是Fourier展开系数。每个在空

间中传播的平面波有不同的波矢 k 或不同的速度，并且一半是沿 x+ 方向，另一

半是沿 x− 方向，因此每个分量的运动导致波包展宽。Heisenberg测不准原理也经

常用于解释波包的展宽。当上式乘以平面波因子 0ik xe 后，波函数变成为复函数， 

( ) ( )2 2
0 0, 0 expx t ik x x x σ⎡ ⎤Ψ = − −⎣ ⎦∼ ，                       (3.1.3.3-2) 

且波包的中心是在 0k ，因此波包以平均速度 0 0v k m= = 行进。图3.1.3.3-1显示该

函数的实部和虚部，以及
2Ψ ，其中的振荡是由于平面波因子 0ik xe 形成的。 
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图3.1.3.3-4 波包的势阱壁散射。势垒高度与动
能相同， 51.25 10V = × 。 

图3.1.3.3-5 波包的方势垒散射。除了势能是正
的以外，其余同图3.1.3.3-4。 

 

图3.1.3.3-1 波包的实部和虚部及模平方。 图3.1.3.3-2 自由空间中波包的运动。计算中
采用的常数为 4 75 10 , 5 10h τ− −= × = × ，图中的
时间值应乘以 410− 。 

图3.1.3.3-3 波包的势垒壁散射。对于 0.6x ≥ ，有一势垒 61 10V = × ，粒子的动能为 51.25 10× 。
右图是放大的部分。 
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对于自由粒子 0V = ，由上述计算得到的波函数随时间的传播为图3.1.3.3-2
所示。可以看出，波包的高度随时间的增加而降低，宽度增大，但全空间中的总

几率是守恒的，即
2 1dx Ψ =∫ 。当粒子运动速度较快时，对应的 0k 值较大，因为

波包的展宽速率是一定的，因此相对来说，在它走过的一段路程中波包可以保持

原来的幅度。 
用波包的传播运动可以研究一大类包含粒子的反射、透射和隧穿等现象的问

题。首先考虑反射壁问题，设在给定的空间 x a≥ 中有高为 0V 的势垒，让波包从

自由空间向此壁运动。设势垒的高度远大于粒子的动能， 2 2
0 0 2V k m� = ，则计算

结果显示（图3.1.3.3-3），当粒子波包在势垒壁上被反射回来时，
2Ψ 有明显的振

荡行为，这是典型的量子效应。反之，对于势阱壁的情形，即在空间 x a≥ 中有

深为 0V 的势阱时，部分波包被反射回来，部分会持续向前传播（图3.1.3.3-4）。
而对于有限宽度的势垒情形，部分波包会穿透势垒，形成粒子的隧穿效应（图

3.1.3.3-5）－（图3.1.3.3-6）。 

3.1.3 边界值问题 

3.1.3.1 打靶法 

一般来说，边界值问题比初始值问题更难于求解，因为限制条件不是在一点

给定的，这样，没有足够的信息将计算逐点进行下去。但如果我们可以估计损失

的信息的话，就可以将计算化成初始值问题。至于这种估计是否正确，要看计算

的结果而定，即得到的解在另一段边界处是否满足边界条件。一般来说，需要通

过逐步改进估计值的过程才能达到使得两端的边界条件均可满足的要求。这就好

比是射击打靶时，需要根据弹着点调整标尺，使得弹道的轨迹终点落在靶心上，

图3.1.3.3-6 当波包的动能较小，势垒较宽时，刚穿过势垒的波包部分仍将被散射回来。 
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故这种思路下的解法称为打靶法(shooting method)。 
现在考虑不含时的定态Schrodinger方程， 

( ) ( ) ( )
2

2 ,
2

V t E
m

⎡ ⎤
− ∇ + Ψ = Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r r r=
，                           (3.1.3.1-1) 

并且只考虑一维下的运动时，可以将对空间的微分算符写成 

( )
2

1 1
2 2

2n n nd x
dx h

+ −Ψ +Ψ − Ψ
Ψ = ，                              (3.1.3.1-2) 

由此得到差分方程 

( )2 2
1 1 2 1n n n nh E V m+ − ⎡ ⎤Ψ = −Ψ + − − Ψ⎣ ⎦= 。                     (3.1.3.1-3) 

因此，我们只要知道起始边界处波函数的两个值，就可以求出后面的所有空间点

处的值。 

现在我们只考虑势能是对称的情

形，即 ( ) ( )V x V x= − ，（3.1.3.1-1）式中

的波函数要么是对称的 ( ) ( )x xΨ = Ψ −
（ 偶 宇 称 ）， 要 么 是 反 对 称 的 ，

( ) ( )x xΨ = −Ψ − （奇宇称）（图3.1.3.1-1）。
对于偶宇称， ( )0 0Ψ ≠ ， ( )' 0 0Ψ = 。为

了开始运算，可以假定 ( )0 1Ψ = 。因为差

分方程（3.1.3.1-3）式是线性的，起始点

的具体数值大小是无关紧要的，后续所

有计算出来的值都与它成正比，而在计

算结束时，我们要对波函数进行归一化。

因此，对应的初始值是 0 1 1Ψ = Ψ = ，由

（3.1.3.1-3）式算出 2 3,Ψ Ψ "。 
同理，对于奇宇称，在 0x = 处， ( )0 0Ψ = ， ( )' 0 0Ψ ≠ ，可以取 ( )' 0 1Ψ = ，

对应的初始值是 0 10, 1Ψ = Ψ = 。 

图3.1.3.1-1 左：奇宇称波函数，量子阱中的第一激发态。右：偶宇称波函数，量子阱中的基态。

图3.1.3.1-2 对于下方所示的势阱，基态的偶
宇称波函数在基态能附近的变化行为。 
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3.1.3.2 本征值与本征态 

波函数的真正边界条件是， 

( ) 0x LΨ = ± = 。                                           (3.1.3.2-1) 
其中 L是系统的边界。上式中，我们并没有指明能量E 的取值，因此，由上述打

靶法得到的波函数实际上是能量的函数， ( ),x EΨ 。对任意的E 都可以计算出Ψ，

但不是所有的Ψ都满足边界条件（3.1.3.2-1）式。因此，参数 E 就是打靶法中待

调整的标尺。 
以图3.1.3.2-1中的无限高势阱为例，在基态能附近反复调整参数E 时，得到

的波函数一般都是偏离边界条件要求的。只有在E 的取值等于基态能时，才能得

到物理上合理的波函数。当然E 可取的数值不止一个，对于 1, 2n = "都可以类似

地得到 nE （按取值大小排列）和 ( ) ( ),n nx x EΨ = Ψ ，这就是用打靶法计算能量的

本征值和本征态的原理。 

具体计算时，先选择一个估计的能

量值，从 0x = 点向 x 增加的方向计算波

函数（由于对称性，反向可同时得到：

偶宇称时相同，奇宇称时符号相反）。

如果能量是大于基态能的，则当 x 足够

大时Ψ→ −∞。对于无限高的势阱，在

势阱边界上应有(3.1.3.2-1)式，当 x L≥
时 0Ψ = 。因此应该减小能量值重复上

面的计算，如果在边界之外Ψ反向趋于

+∞的话，说明能量减少得过分了，仍

然趋于−∞的话说明减少得还不够。如

此逐步调整能量，直至使得在越来越远

图3.1.3.2-2 用打靶法求方势阱中的偶宇称基态波函数（左）和奇宇称激发态波函数（右）。波函
数的取值是由 0x = 处的初始值决定的，没有经过归一化。 

图3.1.3.2-3 对于有限深的势阱，用打靶法求得
的基态波函数随势阱深度的变化。 
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的 x 处仍然有 0Ψ = ，以此来逼近能量和波函数（图3.1.3.2-2）。在得到一个本征

能量和相应的本征态之后，将能量作大幅度的改动后，再尝试用同样的方法求高

能量的激发态，在得到若干个相继的能量本征值后，可以估计出后续的能量取值

的趋势。 
对于有限高度的势，在边界 L处的波函数不为0，实际上（3.1.3.2-1）式中的

L应该理解成系统势能为0的足够远处。这时的模拟方法是一样的，只不过对于

越小的势阱深度，有效边界应扩展得越远（图3.1.3.2-3）。实际上，由于计算精度

的限制，尽管能量可能已经足够逼近了本征值，但在非常远处，波函数仍然是发

散的。因此，在作波函数的归一化计算时，只能在有效的边界内部对波函数的模

求和。 

3.1.3.3 特殊的量子阱 

现在考虑某些特殊形状的量子阱。经典力学和量子力学中的一个典型的势能

是谐振子， 2 2 2V m xω= ，它的能量本征值和本征态有严格解，能量值为 
1
2nE n ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
= 。                                          (3.1.3.3-1) 

在半导体多层材料如 1 X XGa Al As− 中，浓

度 ( )X x 沿 x 轴的变化可以用有限深度

的抛物线势进行近似（图3.1.3.3-1），电

子所受的势场也是有限深度的。材料物

理学中关心的是能级的间隔，在用打靶

法进行计算后，可以发现，当 n较小时，

与（3.1.3.3-1）式吻合。但对于高激发

态， 1 1 2nE E n< + ，这是因为能量与

势阱边缘高度可以比较，因此出现有限

势阱深度的效应。 
另外一个称为Poschl-Teller势洞的

势能是 
( )2

2
2

1
2 cosh

V
m x

λ λ
α

α
−

= −
=

，     (3.1.3.3-2) 

其中，参数α 描述洞的宽度，λ是深度

参数。对于0 1λ< < ，是势垒， 1λ > 是

势阱。该势洞描写了一个扩散的量子

阱，但其优点和无限大抛物线势一样，

在于它有解析解，能量本征值为 

( )
2 2

21
2nE n
m
α λ= − − −

=
。    (3.1.3.3-3) 

该势洞没有明显的边界，计算时需要取

图3.1.3.3-1 有限深的抛物线势阱中，能量较低
的最初3个波函数。 

图3.1.3.3-2 Poschl-Teller 势洞的形状。 
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足够大的 x 作为边界。可以通过比较数值解和解析解是否一致的手段，来确认所

编的一维下的一般性程序具有足够的收敛性和准确性。 

3.1.3.4 匹配法 

打靶法是解决一维边界值问题的一

个很好的方法，但它需要知道某一点处

的Ψ和 d dxΨ 。在上面的对称势场下，

我们通过波函数的对称性确定了 0x =
点的初始条件，但在一般情形下，势场

是不对称的，不能得到波函数和它的导

数值，因此我们需要另一种方法来计算，

这就是匹配法(matching method)。 
以一维Lennard-Jones势为例，束缚

态应该局域在势能为极小值的附近，因

此波函数的值在 x 趋向 +∞和 −∞的两端

都应该很小。设我们仍然用差分方程

（3.1.3.1-3）式，计算由两端开始向中间靠拢。左(L)右(R)两端的边界条件是：

, 0L RΨ = ， '
,L R δΨ = ± ，而δ 是一个自设的小量。显然，正确的波函数是要求两端

起始算出的波函数在整个 x 轴区间是重合的，特别是当它们会师时是光滑连接

的，即有 L RΨ = Ψ ， ' '
L RΨ = Ψ ，否则需要调整参数即能量值以使得波函数相匹配。

因此该方法也称为双向打靶法，好比是决斗双方射击时，双方约定同时调整弹道

使得子弹正面相碰而皆大欢喜（图3.1.3.4-1）。 
图3.1.3.4-2显示对Lennard-Jones势实际计算后得到的两种匹配情况。计算一

维LJ势的潜在优点在于，球对称的3维势场可以化成有效的一维势场，其变量是

径向距离，势场的形态（如对氢原子）和LJ势相似，因此该计算实际上可以应用

于3维情形。 

图3.1.3.4-1 匹配法求解波函数的示意图。实线
是势能，虚线是由两端开始积分得到的波函
数，要求相交时是光滑连接的。 

图3.1.3.4-2 对于参数 10, 1ε σ= = 的 Lennard-Jones 势所计算的基态波函数。起始端分别是
0.5Lx = 和 5Rx = 。左图中的能量值过小，使得波函数不匹配，右图是匹配较好的基态波函数。
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3.1.3.5 双量子阱 

上面所述的匹配法是对非对称势场引进的，显然对于对称势场也是适用的。

一个特别有趣的例子是如图3.1.3.5-1所示的双量子阱势，势阱中有一个势垒，其

高度和宽度可以根据具体的半导体材料的设计而变。这是一个对称的势场，因此

可将对称中心设为 x 轴的原点从而用打靶法计算。但是该势场可以有其它多种变

形，如将势垒的位置移开以偏离中心（不等宽势阱），或者让势场大小随 x 值而

变（外加电压），这些情况下势场就变成非对称的了，当研究势场的变化过程（如

逐步加上电压）时就需要用匹配法。 
由于双量子阱是由左右两个量子阱构成的，因此当其中的势垒非常高或非常

图3.1.3.5-2 双量子阱的波函数。左图表示，势垒较宽时，系统的波函数为单个势阱中的未微扰
的独立波函数之叠加。右图表示，系统的波函数近似为未微扰的波函数的对称或反对称组合。

图3.1.3.5-3 双量子阱的能级分裂示意图。右图表示，用未微扰波函数的对称或反对称组合构
成系统的波函数，左图则是对应的能级随势垒宽度的变化。 

图3.1.3.5-1 双量子阱的示意图，右边为半导体材料的双量子阱构成。 
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宽时，每个量子阱中的束缚波函数不受旁边量子阱中的波函数的干扰和影响，基

态波函数也就是两个独立的基态波函数之和， 1 2Ψ = Ψ +Ψ ，其中的 1Ψ 和 2Ψ 分

别为每个量子阱中的波函数。但是，当双量子阱中的势垒不足以分开两个波函数

时，其中一个势阱中的波函数会穿过势垒与另一个势阱中的波函数衔接（图

3.1.3.5-2），总的波函数近似为， 1 2eΨ Ψ +Ψ∼ （对称组合）或 1 2oΨ Ψ −Ψ∼ （反

对称组合）。这样，两个势阱中的能级由于波函数间的相互作用而分裂，能量增

高的对应于 oΨ ，降低的对应于 eΨ （图3.1.3.5-3）。这样的成键图像和两个氢原子

结合成氢分子的分子轨道时相似，即两个氢原子的电子落在能量降低的 eΨ 分子

轨道中有利于形成能量更低的化学键。这时，按照Pauli原理，两个电子的自旋应

该反平行，类似地，两个势阱中的电子也应该是自旋反平行的。 
这一点可以用匹配法加以验证，在图

3.1.3.5-4中，基态是偶宇称的，当我们设

定的基态能太大或太小时，从两端分别开

始计算得到的两个势阱中的波函数不能

很好的匹配，特别是明显地有峰高的不对

称性，因此可以从对称性角度判断匹配时

的能量。计算的误差主要原因是，匹配法

中是从两端开始积分直到跨过势垒的，但

在经典力学禁止的V E> 区域，波函数有

发散的趋势（图3.1.3.2-2）－（图3.1.3.2-3），

图3.1.3.5-4 用匹配法计算出的双量子阱的对称（上）或反对称（下）波函数，当能量太小（左）
或太大（中）时，波函数不能匹配，峰形也不对称。只有在本征能量下（右）才能匹配，显然
对称的波函数较反对称的波函数有较小的本征能量。计算所用的参数是： 510 , 1V x= > 时，

210 , 0.1V x= > 时， 45 10h −= × ，起始点为 1.3± ，终点为0.3。 

图3.1.3.5-5 多量子阱的一种波函数。 
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因此当跨过势垒时由于计算误差就可能导致适配。和打靶法不同的是，通常用匹

配法时，都是由经典禁止区域开始直到进入经典允许区域的。尽管也可以从经典

允许区域开始，但是误差会更大，问题也更多。 
更一般地，可以设计有限数目的量子阱，实际应用的半导体超晶格材料中的

层数也是有限的。对于它的基态，可以比照双量子阱的情况，按类似的思路构造

对称的波函数，其能级也要分裂成多条。在量子阱数目趋于无穷的情况下，势场

就是周期势，变成Kronig-Penny模型，它的解是固体物理中熟知的Bloch波函数，

分裂的能级数目有无限条，形成能带结构。 
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