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§2.4 量子 Monte Carlo 方法 

量子力学中只有极少数的问题是可以严格求解的，例如谐振子、氢原子、方

势阱等问题，绝大多数量子力学中的问题要么是没有严格解的，要么需要其他技

巧来进行某种近似程度上的解析计算，如微扰论方法。除了解析方法之外，人们

已经发展了许多种数值方法用于处理大多数的量子问题，这里我们只讨论基于

Monte Carlo方法所产生的计算手法，而另一类基于有限差分法的问题留待下一章

讨论。 

2.4.1 路径积分 

量子力学的两种形式是Schrodinger的波动力学和Heisenberg的矩阵力学，而

Feynman在40年代又提出了量子力学的另一种理论形式，称为路径积分。其核心

是构造量子力学的传播子，它包含了量子体系的全部信息。该理论将传播子与经

典力学的Hamilton作用量相联系，其优点是易于将非相对论推广到相对论形式，

因为作用量是相对论性不变量，所以对于场量子化有其优越性。另外，该理论可

以统一处理含时和不含时问题。 

2.4.1.1 量子力学回顾 

量子力学中，一个粒子的态是由随时间发展的波函数 ( ), tΨ r 描述的，通常

它是一个复函数，其模的平方 ( ) 2
, tΨ r 正比于在 t 时刻发现该粒子处于r 点的几

率，因此波函数也称为几率幅。波函数满足随时间发展的量子力学的基本方程—

Schrodinger方程， 

( ) ( ) ( )ˆ, , ,i t H t t
t
∂
Ψ = Ψ

∂
r r r ，                               (2.4.1.1-1) 

其中的 Ĥ 是Hamilton算符： 

( ) ( )
2 2

2ˆˆ , ,
2 2

H V t V t
m m

= + = − ∇ +
p r r ，                         (2.4.1.1-2) 

第一项即为动能项，其中的动量算符 ˆ i= − ∇p ，第二项是势能。 
对于自由粒子， ( ), 0V t =r 。如果 0t = 时的波函数用平面波表示的话， 

( )
( )

( )3 2
1,0 exp

2
i

π
Ψ = ⋅r p r ，                             (2.4.1.1-3) 

（其中的比例系数是为了满足归一化条件，即在单位体积中的几率和为1）， 

( )
2

, 1t dΨ =∫ r r ，                                         (2.4.1.1-4) 

则由方程（2.4.1.1-1）得到的在任意时刻 t时的波函数为， 

( )
( )

( )3 2
1, exp

2
t i Et

π
Ψ = ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦r p r 。                        (2.4.1.1-5) 
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其中， 2 2E p m= 为自由粒子的动能。 
按照Dirac的左矢右矢（bra-ket）记号法，波函数可写成抽象空间中的一个矢

量，态矢为 Ψ （右矢）或 Ψ （左矢）。类似于三维空间中的一个矢量 v，我们

必须指定一个坐标系，将态矢投影到坐标空间中去。作为 Ψ 中一特殊的分量，

定义坐标空间中的态矢 r ， ( )Ψ = Ψr r 是 Ψ 在 r 上的投影，为发现粒子处

于r 的几率幅，它的复共轭是 ( )*Ψ = Ψr r 。因此有正交关系式 

( )' 'δ= −r r r r 。                                         (2.4.1.1-6) 

由此式，可得， 

( )
( )

' ' '

' ' '

d d

d d

δ

δ

= − =

= − =

∫ ∫
∫ ∫

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r
，                         (2.4.1.1-7) 

它可归纳为下面的完备关系式，它是一算符表达式， 

1d =∫ r r r 。                                            (2.4.1.1-8) 

类似地，用 p 表示粒子具有动量p的本征态，在 Ψ 动量空间中的投影为

( )Ψ = Ψp p ，动量空间和坐标空间是两种用于描述波函数的表象。同样也有正

交和完备关系式， 

( )' 'δ= −p p p p 。                                        (2.4.1.1-9) 

1d =∫ r p p 。                                           (2.4.1.1-10) 

两种表象之间的联系可由（2.4.1.1-3）式表示，因为它正是具有动量p的粒

子的坐标空间中的表示， 

( ) ( )3 22 exp iπ −= ⋅r p p r ，                              (2.4.1.1-11) 

因此，波函数在坐标表象和动量表象中的变换关系为， 

( ) 3 22 eid dπ − ⋅Ψ = Ψ = Ψ∫ ∫ p rr p r p p p p ，            (2.4.1.1-12) 

( ) 3 22 e id dπ − − ⋅Ψ = Ψ = Ψ∫ ∫ p rp r p r r r r 。            (2.4.1.1-13) 

（2.4.1.1-12）式是将（2.4.1.1-8）式直接插入 p 与 Ψ 之间得到的结果。显然，

上两式也是在两种坐标空间中的Fourier变换。 

2.4.1.2 传播子 

对于不含时的Hamilton量，即Schrodinger方程式可写成为， 

( ) ( )ˆi t H t
t
∂

Ψ = Ψ
∂

，                                    (2.4.1.2-1) 
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在其后的 t时刻，波函数的形式解为， 

( ) ( )ˆ 0iHtt e−Ψ = Ψ ，                                     (2.4.1.2-2) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

ˆ '' '

ˆ '' '

'' '' '' e '

' '' e ' ' '

iH t t

iH t t

t t

d t

− −

− −

Ψ = Ψ

= Ψ∫

r r

r r r r
，                  (2.4.1.2-3) 

或直接写成 

( ) ( ) ( )'', '' ' '', ''; ', ' ', 't d G t t tΨ = Ψ∫r r r r r ，                       (2.4.1.2-4) 

其中的 

( ) ( )ˆ '' ''', ''; ', ' '' e 'iH t tG t t − −=r r r r ，                            (2.4.1.2-5) 

称为传播子。它的物理含义是，如果粒子在初始时刻 't t= 时处于空间中 'r 处，

则 ( )'', ''; ', 'G t tr r 为其后的 '' 't t> 时刻时处于 ''r 点的几率幅。（2.4.1.2-4）式表示它

具有波函数的Green函数的性质。 
在能量表象中，Hamilton量的能量本征值为 nE ，用本征态 n 为基矢， 

ˆ
nH n E n= ，                                            (2.4.1.2-6) 

同样有正交和完备式 

'' nnn n δ= ，                                             (2.4.1.2-7) 

1
n

n n =∑ 。                                             (2.4.1.2-8) 

记本征函数为 

( ) ( ), , e niE t
n nt t nψ ψ −= =r r r ，                             (2.4.1.2-9) 

则（2.4.1.2-5）式成为， 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

ˆ '' '

'

'' ' *
' '

'
*

'', ''; ', ' '' e ' ' '

'' e '

'', '' ', '

n

iH t t

nn

iE t t
n nn n

nn

n n
n

G t t n n n n

t t

ψ δ ψ

ψ ψ

− −

− −

=

=

=

∑

∑

∑

r r r r

r r

r r

。               (2.4.1.2-10) 

当 '' 't t t= = 时，（2.4.1.2-10）式退化为（2.4.1.1-6）式， 

( ) ( ) ( ) ( )*, ; ', ' 'n n
n

G t t ψ ψ δ= = −∑r r r r r r 。                     (2.4.1.2-11) 

因此，如果我们知道了所有本征态就可以构造传播子。但是，通常这是难于办到

的，因此 Feynman 提出了另一个解决问题的方法，即路径积分方法。 
现在我们推导自由粒子的传播子，（2.4.1.2-5）式中代入自由粒子的Hamilton
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量和波函数（2.4.1.1-11）式，并积分后可得， 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

2

ˆ '' '

'' '

3 '' ' 2 '' '

3 2 2

'', ''; ', ' '' '

'' '

2

'' '
exp

2 '' ' 2 '' '

iH t t

iE t t

ip t t m i

G t t d e

d e

d e e

imm
i t t t t

π

π

− −

− −

− − − ⋅ −

=

=

=

⎧ ⎫⎛ ⎞ −⎪ ⎪= ⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟− −⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∫
∫

∫ p r r

r r p r p p r

p r p p r

p

r r

。           (2.4.1.2-12) 

现在我们考虑上式中指数部分的意义。对于经典自由粒子，Lagrange 量 L T V= −
是守恒量， 2 2L mv= ，因此作用量为 

( ) ( )22
'' ''

' '

'' '1 '' ''', ''; ', '
2 '' ' 2 '' '

t t

t t

mS t t Ldt m dt
t t t t

−−⎛ ⎞= = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠∫ ∫
r rr rr r 。       (2.4.1.2-13) 

因此（2.4.1.2-12）式成为 

( ) ( ) ( ){ }
3 2

'', ''; ', ' exp '', ''; ', '
2 '' '

mG t t iS t t
i t tπ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

r r r r 。        (2.4.1.2-14) 

尽管该式是对自由粒子推导出的，但这是一个一般形式，如果粒子是在仅依

赖于坐标的势场 ( )V r 中运动的话，则传播子的形式就是（2.4.1.2-14）式，唯一

的差别是Lagrange量中必须含有势能。 

2.4.1.3 路径积分 

我们把粒子 ( ) ( )', ' '', ''t t→r r 的传播过程细分成 ( ) ( ) ( )1 1', ' , '', ''t t t→ →r r r 两

步，则有 

( ) ( ) ( )1 1 1 1, ' , ; ', ' ', 't d G t t tΨ = Ψ∫r r r r r ，                         (2.4.1.3-1) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

'', '' '', ''; , ,

' '', ''; , , ; ', ' ', '

t d G t t t

d d G t t G t t t

Ψ = Ψ

= Ψ

∫
∫

r r r r r

r r r r r r r
，           (2.4.1.3-2) 

将该式与（2.4.1.2-4）式比较，可得 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1'', ''; ', ' '', ''; , , ; ', 'G t t d G t t G t t= ∫r r r r r r r 。                 (2.4.1.3-3) 

此为传播子的组合式。 
我们还可以进一步细分，将 ( ) ( )', ' '', ''t t→r r 的传播过程细分成 n 步（图

2.4.1.3-1），则有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 2 2 1 1'', ''; ', ' '', ''; , , ; , , ; ', 'n n n n n n nG t t d d G t t G t t G t t− − − − − − −= ∫r r r r r r r r r r 。 
(2.4.1.3-4) 

上式中的积分是对路径中各点所有可能的取值进行的。对传播的每一段[ ], 1k k + ， 
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图2.4.1.3-2 量子粒子在两点之间所走的几
条可能路径,实线代表粒子的经典最小作用
量路径,经典粒子在出发前就已经预知那条
路径是作用量极小的。 

图2.4.1.3-1 时间取离散变量时的粒子在时空中
的轨迹，虚线是只分两步的情形，实线是分为N
步的情形，某一时刻

jt 对应了相应的位置 jx 。

（2.4.1.2-14）式均成立，其中的S 是经典作用量， 

( ) ( ){ }
3 2

1 1 1 1, ; , exp , ; ,
2k k k k k k k k

mG t t iS t t
i tπ+ + + +

⎛ ⎞= ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
r r r r ，         (2.4.1.3-5) 

( ) 1

1 1, ; , k

k

t

k k k k t
S t t Ldt+

+ + = ∫r r 。                                 (2.4.1.3-6) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ', ' , , '', ''n nt t t t= =r r r r ，将它们代入（2.4.1.3-4）后得， 

( ) ( )

( )

( )

1
1

1 1 1 1
0

1
1

1 1 1 1
0

1
1 1 1 1 1 1

'', ''; ', ' exp , ; ,

exp , ; ,

exp '', ''; , ; ; , ; ', '

n

n k k k k
k

n

n k k k k
k

n n n

G t t Z d d iS t t

Z d d i S t t

Z d d iS t t t t

−
−

− + +
=

−
−

− + +
=

−
− − −

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

∏∫

∑∫

∫

r r r r r r

r r r r

r r r r r r

。  (2.4.1.3-7) 

式中的归一化常数用Z 表示，以便于将它在形式上相比于统计力学的配分函数。 
现在我们讨论（2.4.1.3-7）式的物理意义。将它作形式上的简化后，我们得

到 A B→ 的传播子 

( ) ( ){ } ( ) ( ), exp , , ,B

A

t

t
G B A C iS t S t L t dt= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∫r r r r

所有路径

，   (2.4.1.3-8) 

其中的作用量积分是沿着路径 ( )tr 进行的，但是路径是包括所有可能取的路径，

而非象经典力学中那样取的是作用量为最小的路径。由于所有可能的路径是连续

变化的，所以（2.4.1.3-8）式的求和等价于对所有连续变化的路径进行积分，即

为（2.4.1.3-7）式，这就是路径积分名称的由来。 
按照Feynman的思想，微观粒子取各种可能的路径（图2.4.1.3-2），各条路径

对传播子的贡献是相同的，但是由于每条路径给出的几率幅的相位不同，而发现

粒子在终点B 的几率 ( ) ( ) 2
,P A B G B A→ = 将因各条路径的相位叠加造成微观粒
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子的干涉效果。对于宏观粒子，即在 0→ 的极限下，两条路径之间的相位差可

以很大，即 1Sδ ，因此它们是相消的，除非是在 S 取最小值附近的路径，它

们是相干叠加的，因此宏观粒子总是沿最小作用量所取的路径，这就是经典力学

的Hamilton最小作用量原理。 
（2.4.1.3-7）式指出，用路径积分求解量子力学问题有两个优势：一是式中

只有经典作用量，不出现算符和波函数，一般来说便于求解。而用常规的含时

Schrodinger偏微分方程的话，通常是难于严格求解的，因此要用微扰法。但是对

相互作用很强的情形，微扰法失效，而路径积分法是仅可能采用的少数方法之一。

二是作用量积分可以用非常小的时间间隔 tΔ 进行，在此小时间内，积分值等于

被积函数的平均值乘以 tΔ 而仍然具有足够高的精度，因此计算步骤被大大简化

了，这就有可能计算很复杂的相互作用问题，如量子色动力学中的夸克问题。 

2.4.1.4 Monte Carlo 路径积分 

由（2.4.1.3-7）式可以看出，理论上对积分有贡献的路径可能是无以数计的。

为了达到很好的精度，我们要求 n很大，在 n →∞时，路径数目为无穷多。因此，

按照 Ising 模型的 Monte Carlo 模拟思路，这时我们要对这些路径进行重要抽样，

沿有限的路径条数对重要的物理量取平均值。当系统达到平衡态时，围绕平均值

的热涨落就是在时空中围绕经典轨迹的 Feynman 量子涨落。 
定义虚时间 itτ = ，（2.4.1.3-6）式成为， 

( ) 1

1 1, ; , k

k
k k k kS i i i Ld

τ

τ
τ τ τ+

+ +− − = − ∫r r ，                           (2.4.1.4-1) 

式中的 Langrange 量在虚时间代换下为， 

( ) ( ) ( )
2 2

,
2 2
m d m dL T V V V E

dt d
τ

τ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r rr r r 。       (2.4.1.4-2) 

对于小的虚时间间隔 i tτΔ = Δ ，作用量积分可写成 

( ) ( ) ( )1

1 1 1 1, ; , , , ; ,k

k
k k k k k k k kS i i i E d iE

τ

τ
τ τ τ τ τ τ τ+

+ + + +− − = − − ≈ Δ⎡ ⎤⎣ ⎦∫r r r r r 。(2.4.1.4-3) 

（2.4.1.3-7）式中的作用量积分变为 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 1 1
0

1

1 1 1 1
0

'', ''; , ; ; ', ' , ; ,

'', ''; , ; ; ', ' , ; ,

n

n n k k k k
k

n

n n k k k k
k

S S

i E i E

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ

−

− − + +
=

−

− − + +
=

=

≈ Δ = Δ

∑

∑

r r r r r

r r r r r
，       (2.4.1.4-4) 

故（2.4.1.3-7）式变为， 

( ) ( )1
1 1 1 1'', ''; ', ' exp '', ''; , ; ; ', 'n n nG i i Z d d Eτ τ τ τ τ τ−

− − −⎡ ⎤− − = − Δ⎣ ⎦∫r r r r r r r 。 

(2.4.1.4-5) 
这样，我们同样得到了 Boltzmann 分布。与 Ising 模型相比较，Boltzmann

分布中的温度因子现在等价于 Bk T τ→ Δ 。 0τΔ → 的极限相当于高温极限。由
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于分布中的指数因子，许多路径对积分的贡献很小。其主要贡献的是虚时间下能

量极小的路径（对应于实时间下作用量极小的经典轨迹）。用 Monte Carlo 方法计

算时，我们将时空离散化，形成格子点阵，在此点阵上先构造一条初始路径。然

后根据 Metropolis 抽样法，变形该路径，计算路径变形前后的能量差，如果能量

减小的话，则接受该路径，否则只以部分几率接受。能否快速达到平衡态与初始

的路径选择有关，显然，如果我们能猜出经典路径的话是一个较好的选择。 
在（2.4.1.2-10）式中代入 ' 0, ''t t iτ= = − 后有， 

( ) ( ) ( )*'', ; ',0 '' ' nE
n nn

G i e ττ ψ ψ −− =∑r r r r 。                      (2.4.1.4-6) 

因此当时间τ 很大时，只有基态才对传播子有贡献。反过来说，基态可用传播子

表示出来， 

( ) ( ) 0
2

0 lim , ; ,0 EG i e τ

τ
ψ τ

→∞
= −r r r ，                              (2.4.1.4-7) 

计算出传播子就可以得到基态波函数的几率分布。注意上式中的传播子的空间路

径是由 r 点出发再回到 r 点的。上式中要求的τ →∞的极限使得我们要对长虚时

间（与特征时间 EΔ 相比较）下行走的路径进行积分。 

2.4.1.5 一维谐振子 

一维谐振子是可以严格求解的模型，因此这里采用谐振子模型仅仅是为了具

体说明计算步骤。一维谐振子的势能是， 

2 21
2

V m xω= 。                                            (2.4.1.5-1) 

定义两个无量纲量，长度量η和时间量ξ ： 

x
m

η
ω

= ， ξτ
ω

=                                        (2.4.1.5-2) 

因为这里用 1ω− 为时间单位，因此动能项可写成， 
2 2

21 1

1

1 1
2 2

k k k k

k k

x x x xT m mω
τ τ ξ

+ +

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠⎝ ⎠

，                      (2.4.1.5-3) 

作用量积分（2.4.1.4-4）式可写成， 
( ) ( )

( )

1 1 1 1

2 2
2 21 1

2
21

1

, ; , , ; ,

1 1
2 2 2

1
2 4

k k k k k k k k

k k k k

k k
k k

S i i iE

x x x xi m m

i

τ τ τ τ τ

τ ω ω
ξ

η ηξ η η
ξ

+ + + +

+ +

+
+

− − ≈ Δ

⎧ ⎫⎛ − ⎞ +⎪ ⎪⎛ ⎞= Δ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ − ⎞Δ ⎪ ⎪= + +⎨ ⎬⎜ ⎟Δ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

r r r r

。  (2.4.1.5-4) 

其中 τ ξ ωΔ = Δ ， 

( ) ( ) ( )
0

0
2

0 1 1 1 1
1, ; ,0 exp , ,
2

E
E

n n
eG i e d d E
Z

τ
τψ η η τ η η η ξ η η η η− −

⎧ ⎫≈ − = − Δ⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ ， 
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(2.4.1.5-5) 
将空间坐标分成格点， k kmη η= Δ ，记 0 nη η η= =  

( ) ( )

( ) ( )

21
21

0 1 1 1
0

21
2 21

1
0

1, ,
4

1
4

n
k k

n n k k
k

n
k k

k k
k

E

m m m m

η ηη η η η η η
ξ

η
ξ

−
+

− +
=

−
+

+
=

⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪= + +⎨ ⎬⎜ ⎟Δ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪= Δ + +⎨ ⎬⎜ ⎟Δ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑
。      (2.4.1.5-6) 

现在，我们将一个粒子的量子力学问题转化成了 n个“原子”环链的统计力

学问题，给定的 n个“原子”坐标值 ( )0 1 1 0, , , ,nη η η η− 形成一条粒子的行走的路 

径，该路径对系综平均的贡献是 ( ){ }1 1exp , , 2nEξ η η η η−−Δ ，但是要注意到， 
对于按 Metropolis 重要抽样法产生的路径，该因子已经包含在路径的产生权重上

了，因此每条产生后的路径对系综平均的贡献是单位 1。 
在计算 ( ) 2

0ψ η 时，需要逐一对空间点η的每个取值，重复路径积分的模拟

计算，这样才能得到一条离散的 ( ) 2
0ψ η 曲线，如此这般的计算是相当耗时的。

为了提高效率，我们可以从（2.4.1.5-5）式本身的特点出发发展一个技巧。式中，

为计算 0η 点的波函数 ( ) 2
0 0ψ η ，构造了一条闭合路径 ( )0 1 1 0, ,nη η η η− ，其中的起

始点和终点位于同一点 0η 。同样，我们可以在这同一条路径上将起点移到 1η ，而

系统的能量（2.4.1.5-6）式在此移动下是保持不变的，因此该路径对 ( ) 2
0 1ψ η 也

有等价的贡献，于是，由一条路径 ( )0 1 1 0, ,nη η η η− 可以求出曲线 ( ) 2
0ψ η 上 n 个

点 0 1 1, , nη η η η −= 对应的贡献（ 1= ），相当于对一条路径计算了 n个点。 
在按Metropolis方法计算各条路径的积分时，原则上它是和Ising模型改变自

旋构型的做法相同，构型相当于路径，单个自旋相当于路径中的坐标值。由于有

约束条件，即起点和终点必须相同，故要有效地改变路径，不是去构造一条完整

的新路径，而是在Monte Carlo的每一步中改变路径中的某一个η值。随机选择

( )1 1nη η − 中的一点 k ，它的坐标值变化为步长 ηΔ 乘以常量δ ，即 k kη η δ η→ + Δ ，

或 k km m δ→ + 。考虑到坐标值可以变大也可以变小，因此δ 应可正可负，可以

采用另外一个随机数来决定每次改变坐标值时δ 的符号（最简单的选取是 kη 变一

个步长，即 1δ = ± ，能保证起点与终点重合）。 
在坐标变化后，需要计算能量的变化，考虑到 k 点与它前后两点的联系，由

（2.4.1.5-6）式可得， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2

1 1 1 1

2
2 2 2 2

1 1 1 12

k k k k k k k k k

k k k k k k k k

E m m m m m m m m

m m m m m m m m

η δ δ
ξ

η δ δ

+ + − −

+ + − −

⎛ ⎞Δ ⎡ ⎤Δ = − − − − + + − − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦Δ⎝ ⎠

Δ⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ + + − + + + + − +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

。 

(2.4.1.5-7) 
该试探路径被接受的几率为 

{ }exp 2kr Eξ= −Δ Δ 。                                     (2.4.1.5-8) 
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图2.4.1.5-1 由路径积分计算出
的一位谐振子的基态波函数和
位置随时间的变化。虚线是短
时间( =2Tτ )下的计算,实线是长
时间( =20Tτ )下的计算结果，其
中周期 2T π= 。 

1r > 时接受，否则产生一随机数 R ，当 R r< 时接受。接受时对 ( ) 2
0ψ η 上的1个

点 kη η δ= + 加1，不接受时对原来的路径上的 n个点 0 1 1, , nη η η η −= 同时加1。 
模拟之前首先要设定初始参数，即总时间τ ，时间分割数目 n（ nτ τΔ = ），

坐标增量 ηΔ 。模拟开始时要取一条初始路径，我们可以任取一种路径开始，然

后经过相当步骤的模拟以“热化”轨迹。模拟最后要对 ( ) 2
0ψ η 进行归一化处理。

认为基态波函数是实函数，即忽略相位因子后可得波函数， 

( ) ( ) 2
0 0x xψ ψ= 。                                        (2.4.1.5-9) 

基态能量可由Hamilton算符的期待值得到， 

2
* 2

0 0 02

1
2

dE dx x
dx

ω ψ ψ
+∞

−∞

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ 。                         (2.4.1.5-10) 

其中在数值计算二阶微分时需要用差分公式， 

( ) ( ) ( )
( )

2

22

2f x x f x x f xd f
dx x

−Δ + + Δ −
=

Δ
。                       (2.4.1.5-11) 

理论上，要求基态波函数计算的是对τ →∞时的情形，但实际上只能取有限

值，因此小时间下的计算结果更似激发态，只有当τ 在20个经典振动周期以上时

的结果才是谐振子的基态波函数（图2.4.1.5-1），它是Gauss型函数， 

( ) ( )1 4 2
0 exp 2ψ η π η−= − 。                                 (2.4.1.5-12) 

图2.4.1.5-1中所示的量子路径在经典路径附近进行涨落，这个涨落是因为按

照Metropolis方法，允许有一定几率的路径是取能量增加的。如果我们只允许路

径的选取是往低能走的话，在达到平衡态后，必然处于虚时间中能量最低或实时

间下的最小作用量路径状态，轨迹 ( )x t 一定是个经典的三角函数形式。但是，如

此这般就消灭了粒子的量子行为！因为量子效应就是围绕经典轨迹附近的涨落。 
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2.4.2 变分法 

Monte Carlo方法可用于模拟经典和量子的多体体系，本节中我们在变分法的

框架下对Metropolis方法的应用作更为直接的推广。量子体系的解决方法可以有

几种，如上面所讲的路径积分法，有限差分法以及求解相应的本征值矩阵方法。

变分法的重点是在求多粒子体系的基态能和波函数，已经成功地应用于液氦、电

子气、小分子等研究领域。 

2.4.2.1 变分原理 

我们从最一般的量子多体体系开始讨论，设体系中有多个相同的粒子处在外

势场U 中，它们之间通过势能V 进行相互作用，该体系的Hamilton量是， 

( ) ( )
2

2

1

ˆ ,
2 i i i j

i i j
H U V

m= >

⎡ ⎤
= − ∇ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑r r r 。                       (2.4.2.1-1) 

一般来说相互作用势只依赖于两个粒子之间的距离，即 ( ) ( ),i j ijV V r=r r 。 
我们可以把该体系不含时的Schrodinger方程形式上写成， 

( ) ( )ˆ
n n nH EΨ = ΨR R ，                                     (2.4.2.1-2) 

其中 ( )1 2, ,=R r r ， ( )nΨ R 和 nE 分别是 Ĥ 的本征波函数和本征值。由于有粒子

间的相互作用势，该方程对于两个以上的粒子来说就很难找到严格的解析解。因

此，我们需要用近似方法来求解。 
变分原理是说，任意一个态的能量期待值都要大于基态能。因此我们可以引

入一个基态波函数的试探解，用选定的包含了试探参数因子的一种特定函数形式

( )|Φ R α 来对基态波函数 ( )0Ψ R 作逼近。对各种变分参数{ } ( )1 2, ,α α=α 的选

择，都有不等式 

( )
*

0*

ˆˆ d HH
E E

d

Φ ΦΦ Φ
= = ≥

Φ Φ Φ Φ
∫
∫

R
α

R
。                         (2.4.2.1-3) 

该式可以这样来证明：将 ( )Φ R 按本征态 ( )nΨ R 进行展开， 

( ) ( ) ( )| n n
n

aΦ = Ψ∑R α α R ，                                (2.4.2.1-4) 

并且所选的 ( )Φ R 和 ( )nΨ R 一样满足相同的边界条件。将上式代入（2.4.2.1-3）
式中，由于 0nE E≥ ，因此有 

( )
2*

02*

ˆˆ n m n m n n
nm n

n m n m n
nm n

a a H E aH
E E

a a a

Ψ ΨΦ Φ
= = = ≥

Φ Φ Ψ Ψ

∑ ∑
∑ ∑

α 。       (2.4.2.1-5) 

故求解波函数满足的微分方程问题化成了极值问题，最接近于基态的波函数必须

使得能量有极小值。将变分参数看成是Euler-Langrange方程中的独立变量，即有 
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( )
0, 1, 2,

i

E
i

δ
δα

= =
α

。                                    (2.4.2.1-6) 

现在将（2.4.2.1-3）式改写成， 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 1*

2 2

ˆˆ| |
| |

|

d Hd H
E p d

dd
ε

−⎡ ⎤Φ Φ ΦΦ Φ ⎣ ⎦= = =
ΦΦ

∫∫ ∫∫∫
RR R α R α

α R α R α R
RR R α

， 

(2.4.2.1-7) 
其中的 

( ) ( )
( )

2

2

|
|

' ' |
p

d

Φ
=

Φ∫
R α

R α
R R α

，                                (2.4.2.1-8) 

可认为是构型{ }α 中的几率密度分布函数， 

( ) ( ) ( )1 ˆ| | |Hε −= Φ ΦR α R α R α                              (2.4.2.1-9) 

则是该构型中的局域能量。因此，在给定的参数{ }α 下可以得到能量的期待值，

而用Monte Carlo方法则求对应于最小能量期待值的 ( )|Φ R α 。 
变分法与通常的重要抽样Monte Carlo方法有别的是：变分法中的抽样不允许

能量增大，只能减小；而重要抽样中允许能量增大时仍有一定的接受几率。因此，

变分法相当于低温极限（ 0T = ）下的重要抽样Monte Carlo方法。 

2.4.2.2 单粒子的模拟步骤 

对于单粒子，经常不是给定含参数{ }α 试探解 ( )|Φ R α 的形式以求最佳参数

值，而是直接用Monte Carlo方法求波函数 ( )Φ r ，这时Metropolis方法中的构型就

是指{ }r 。我们要求试探解 ( )Φ r 是归一化的，因此按照（2.4.2.1-8）式，只要构

型{ } ( ) ( ) ( )( )1 2, , N=r r r r 是根据几率密度 ( ) ( ) 2
p = Φr r 抽样得到的，构型的能量平

均值即为， 
( )( )

1

1 N
i

iN
ε ε

=

= ∑ r 。                                          (2.4.2.2-1) 

因此，Monte Carlo模拟步骤为：1、首先在离散的空间点阵{ } ( )1 2, ,i =r r r 上

构造一个初始波函数的试探解 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0
iΦ = Φr r ，得到分布密度函数

( ) ( ) ( ) ( )
20 0p = Φr r ；2、以此几率分布抽样得到坐标 ( ){ } ( ) ( ) ( )( )1 2, ,i N=r r r r （注意

它不是原来的点阵{ }ir ，如选取{ }ir 是空间均匀分割的离散点阵，而 ( ){ }ir 同样是

离散点阵，但它一般不是均匀分布的，在 ( ) ( )0p r 有较大值附近的点数较密）；3、
由（2.4.2.2-1）式得到该构型的能量平均值 ( )0ε ，其中由（2.4.2.1-9）式计算局域

能量时需要用微分的差分公式，如一维时的（2.4.1.5-11）式。对于非均匀分割的
( )ir 还需要进行插值；4、随机选取一点 ( )kr ，使 ( ) ( )( )0 kΦ r 的值在一个小范围 δ± Φ

内变化， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0k k δΦ = Φ ± Φr r ，变化量δΦ是自定的一个小量，符号是随机

选取的，由此形成一个新的试探解；5、重复上面的2－3步，判断新构型下的能

量平均值是增加还是降低。降低时接受该试探解，增加时拒绝该解，返回到第4
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图2.4.2.3-1 (左)：变分不同阶段时的试探波函数：实心圆点连接的直线是初始解，中间阶段的解
是空心圆点，最后阶段的解是实心方块点。虚线显示势能；(右)：变分法与匹配法(实线)的比较。

步重新寻找试探解。 
另外一种相似的模拟步骤是：1、首先在离散的空间点阵{ }ir 上构造一个初

始波函数试探解 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 , 1, 2,i i NΦ = Φ =r r ，由（2.4.2.1-7）式计算它所

对应的能量；2、从点阵中随机抽出一点 kr ，使 ( ) ( )0
kΦ r 的值在一个小范围内 δ± Φ

变化， ( ) ( ) ( ) ( )1 0
k k δΦ = Φ ± Φr r ；3、将试探解的波函数代入到（2.4.2.1-7）式中计

算能量是增加还是降低。降低时接受该试探解，增加时拒绝该解，返回到第2步
重新寻找试探解。该方法比上面的要简单，省略了由分布密度函数抽样求构型及

对构型的能量平均等步骤。显然，如果初始试探解就是严格的基态波函数的话，

则得到的能量期待值就是能量最低的基态能，任何其后的Monte Carlo调整波函数

的步骤都将被拒绝。因此，选择合理的初始波函数有助于快速得到解，但最终解

不依赖于初始解的具体选择。 

2.4.2.3 单粒子：一维和二维 

现在我们以单个处在外势场中的粒子为例来说明具体的模拟步骤。首先考虑

一维Lennard-Jones势， 

( ) ( )
12 6

4 , 0V x x
x x
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − >⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。                        (2.4.2.3-1) 

该势能有个能量极小值，因此可以期望基态波函数也是局域在此附近。对于基态

波函数，我们总是认为它是正的实函数。因此，仅在极小值的附近 [ ],a b 构造一

个初始解，最简单的是取常数，即 
( ) ( ) ( )

( )

0 , 1, 2,

,
i

i

x c i N

x a i x x b a N

Φ = =

= + Δ Δ = −
，                               (2.4.2.3-2) 

从点阵中随机抽出一点 kx ，得试探解 ( ) ( ) ( ) ( )1 0
k kx x δΦ = Φ ± Φ，由上述的第二种

模拟步骤求试探解是否被接受。注意，由于每一步波函数 ( ) ( )n
kxΦ 要进行归一化

处理，当试探解被拒绝时要保证返回归一化处理之前的原来的波函数 ( ) ( )n-1
kxΦ 。 
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图2.4.2.3-1显示模拟计算结果（其中的参数选取是 1, 10σ ε= = ），当模拟步

数较少时，基态波函数有较大的涨落，而当经过大量的Monte Carlo调整波函数的

试探步数之后，其解趋于严格解，此时的基态能 0 2.18E = − 。 
另外一个例子是二维的谐振子， 

( ) 2 2 2 21 1,
2 2x yV x y m x m yω ω= + 。                               (2.4.2.3-3) 

此时Schrodinger方程可分离变量，变成两个一维谐振子问题，因此可以严格求解。

变分法得到的数值解可以与解析式进行比较。 
将 x 和 y 轴进行分割，分割的步长分别是 xΔ 和 yΔ ，在 [ ],N x N x− Δ Δ 和 

[ ],N y N y− Δ Δ 区间内构造一个网格点阵 ( ),i jx i x y j y= Δ = Δ 上的试探波函数 ijΦ ， 
最简单的还是取常数。因此总共有 ( )22 1N + 个格点，按上述Monte Carlo步骤，从

中任选一点进行波函数的调整。 
图2.4.2.3-2中显示了最后得到的波函数，其曲线形式类似于解析解的Gauss

函数。最后的能量也和解析解接近一致，误差主要来源于格子大小的选择。 
由于平面上有 ( )22 1N + 个格点需要调整，高精度计算需要大数目的点数，但

同时也降低了计算速度。为了提高计算效率，除了选择适当的初始波函数外，还

可以在算法上作改进。对于该问题，它的边界条件要求当 ,x y = ±∞时 0Φ = ，显

然，数值计算中只可能取有限大小的坐标值，因此边界坐标值取得越大，在同样

的分割尺寸下格点数就越多。但是，边界越远，边界附近的波函数也越不重要。

在上面的计算中，我们对于所有 ( )22 1N + 个格点是按等同地位随机选取的，更好

图2.4.2.3-2 二维谐振子的变分计算。(上)：左图
是变分不同阶段时的试探波函数。步数分别是0，
2000，5000，15000。右图是最终的解，两条曲线
分别对应于 xz 和 yz平面上的剖面，两个方向上
的振子频率设为不同。(下)：模拟的能量随模拟
步数的变化，最后将趋于极小的基态能。 
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的办法是根据其值的大小确定调整的几率。因此，我们可以采用舍选抽样法用两

个随机数选取待调整的一个格点。另外，还可以将波函数用本征函数展开，如用

不同宽度的Gauss函数展开，Monte Carlo方法则变为确定最佳展开系数的问题。 

2.4.2.4 H2分子 

现在我们讨论一个简单的多粒子体系—H2分子，它有两个质子和两个电子，

由于质子的质量远比电子大，认为相应的运动速度也较慢。质子间的势能是它们

的静电相互作用势加上电子的基态能，即 

( ) ( )
2

0
eU s E s
s

= + ，                                        (2.4.2.4-1) 

这里的 s 是质子之间的间距。电子的能量本征值满足Schrodinger方程， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
1 2 0 1 2 0 0 1 2, , , ,

2
V s s E s s

m
⎡ ⎤
− ∇ +∇ + Ψ = Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r r r r ，         (2.4.2.4-2) 

其中的相互作用势为， 

( )
2

2

1 2 1 2 12

1 1 1 1

L L R R

eV s e
r r r r r
⎡ ⎤

= − + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

。                         (2.4.2.4-3) 

这里我们用 L 和 R 分别表示处在左边

和右边的两个质子，它们之间联线的

中点设为坐标系原点，1和2表示两个

电子。假设两个电子已经处在反对称

自旋态，基态波函数在电子交换坐标 1r
和 2r 下是对称的。我们的问题是，求

解对应于每个 s 值下分子的基态能和

波函数，相应的坐标变量有6个。然后

得到分子的势能 ( )U s ，它有一个最小值，势能曲线的形式决定了分子光谱。 
设分子轨道的波函数形式是， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 12, f rϕ ϕΦ =r r r r ，                               (2.4.2.4-4) 

头两项是围绕两个质子运动的单电子波函数，可以选择它的形式是， 

( ) ( ) ( )exp expi iL iRr a r aϕ = − + −r ，                           (2.4.2.4-5) 

其中 a是待定的变分参数。对于函数 f ，希望它的形式满足：当 12r 小时它也小，

当 12r 大时它为一个大常数，因此选择， 

( ) ( )exp 1f r r rα β= +⎡ ⎤⎣ ⎦，                                  (2.4.2.4-6) 

α 和 β 也是变分参数。但是由于Coulomb势能项在距离 0r → 是发散的，为了保

图2.4.2.4-1 H2分子中质子和电子的坐标。 



第二章 重要抽样的 Monte Carlo 模拟                          §2.4 量子 Monte Carlo 方法 

2－78 

证局域能量的变化是平滑和有限的，可以推得常数α 和 a之间存在一个关系，这

样待定的变分参数是 a和 β 。和上面的单粒子情形相比较，这个计算中不是要调

整波函数，而是要调节变分参数，其模拟的步骤基本相同。 
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